MECANIQUE QUANTIQUE II ~ Série 2 - Corrigé 24 Février 2015

Exercice 1 Révisions sur les opérateurs unitaires et hermitiens

1. Un opérateur unitaire U vérifie UTU = 1. Vérifions-le pour Uy
UtT _ (e—th/ﬁ)T
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ou l'on a utilisé 'hermicité du Hamiltonien. On obtient

UtTUt — e’iﬁt/he—iﬁt/ﬁ
= 1,
car eAeB = ¢A+B &i A et B commutent. On obtient I'unitarité de U;. L’application

de cet opérateur a une fonction d’onde ne va donc pas modifier sa norme. Une
fonction d’onde normalisée & l'instant ¢ = 0 va le rester au cours du temps.

2. Un opérateur O est hermitien si Of = (3, autrement dit, si pour toutes fonctions
d’onde |¢) et |¢), (O¢|Y) = (¢|Ov). Montrons cette égalité pour py :

ooty = [ (o)) vie)
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= (8lF0).

Par symétrie, on en déduit que les autres composantes de p sont aussi hermitiennes,
par conséquent p est hermitien.
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3. Comme l'opérateur - est reli¢ a 'opérateur p, par un facteur imaginaire pur, et

comme p, est hermitien, % ne peut pas l'étre.

4. On peut montrer que j—; est hermitien grace & une double intégration par partie, ou
simplement remarquer qu’il est égal & —h%ﬁ%, dont on déduit de la question 2 qu’il
est hermitien.

5. Un Hamiltonien avec un potentiel réel s'écrit H = —=p?+V(X). On peut écrire V (X)

sous la forme d’une série en X a coefficients réels. Comme p et X sont hermitiens,
chaque terme de la somme est hermitien et le Hamiltonien I'est aussi.



Exercice 2 Commutateurs et matrices de Pauli

1. Par définition du commutateur, nous avons que
[A,B] = AB — BA (1)
Il est alors trivial de vérifier les identités suivantes :

o [A+B,C] = (A+B)C —C(A+B)=AC - CA+BC—CB =[A,C] + B, ]
o [AB,C] = ABC — CAB = ABC — ACB + ACB — CAB = A[B,C] + [A,C|B
e [M,B]=)XAB - ABA = \A,B] pour A€ C

2. Etant données les matrices de Pauli
01 0 —3 1 0
a=(l0) ==(0 %) w=(Y) g

0i0; = 1613 + ieijkak (3)

L'égalité

se vérifie aisément. Notez que le premier terme de cette décomposition est symétrique
en (i) alors que le second est antisymétrique dans cette paire d’indices.Sachant que le
commutateur de o; et 0; est antisymétrique en (ij) et leur anticommutateur {o;,0;}
est symétrique, il est alors immédiat que :

[O'Z', O'j] = Zieijkak et {Ui,Uj} = 0,04 + 00; = 25@' (4)

3. Notons les valeurs propres de o; par )\ﬁ et )\é auxquelles sont associés les vecteurs
propres v} et v5. En notant que les matrices de Pauli satisfont toutes

o; = aj deto; = —1 Tro; =0 (5)

on sait que leur valeurs propres sont réelles, et qu’elles satisfont )\Zi + )\é =0 et
AjAy = —1. Les valeurs propres sont donc {—1,1} : A} =1 et Ay, = —1. Il ne nous
reste donc qu’a déterminer les vecteurs propres, on trouve :

= 0) () 4 () G0 -6) -0

ot I'on a normalisé les vecteurs propres selon (v])Tv] = 1.

4. On se propose de calculer la valeur des matrices de Pauli sur leurs vecteurs propres.
On utilise la notation (v]|og|v!) = (v/)Toxv!. Les quantités demandées se trouvent
aisément :

(WPlosvf) =1 (v3loslvg) = —1 (vfloslvf) =0 (v3losed) =0 (viloafef) =1 (vozfvf) = ~1
(7)



5. L’exponentielle d’une matrice est définie par sa série. Calculons donc exp(iao;) :
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=cosaly+isinaog;

n=0

ou 1o est la matrice identité et o I’on a utilisé 0 = 15. On trouve alors :

expliaos) = cosa + isin o 0 _ el 0
P 3) = 0 cosa —isina) \ 0 e

. cosa  sina
exp(zaag) = sina cosa

6. Essayons maintenant d’appliquer ces exponentielles sur des vecteurs. On a :

exp(iaos)vy = v} exp(iaog)v? = v} exp(iaos)vs = e7 3 (10)
oil I'on a simplement utilisé le fait que opv¥ = v¥ et opv5 = —v4. On constate donc

que I'exponentielle d’une matrice appliquée a I'un de ses vecteurs propres n’a d’autre

effet que de changer sa phase. Voyons les deux derniers cas :

. 2 1 e 2 .. 2
exp(iaos)vi = 75 \ie—ie = cos vy +isina vy

. cos o )
exp(iaoy)vd = < . ) = cosa v} —sina vl

—Sino

Exercice 3 Systéemes ferromagnétiques

(11)

Cet exercice qui peut apparaitre comme un simple exercice de calcul, nous initie pour-

Une des propriétés importantes du fondamental est sa dégénérescence. En effet, un

tant & une démarche générale pour étudier un modéle physique donné. En effet, connaissant
le hamiltonien, bien souvent le comportement du systéme sera dicté par les propriétés de
I'état fondamental (lorsque 'on est a suffisamment basse température tout au moins) :
supraconductivité basse température, expliquée par la théorie BCS en est un exemple.

la

fon-

damental dégénéré peut conduire au phénoméne de brisure spontanée de symétrie comme
dans les systémes ferromagnétiques que nous étudions ci-dessous.

1. D’aprés la série 1, les valeurs propres et vecteurs propres associés de 'opérateur

S1 Sy = S5755 + (S7 S5y +5755)/2=[(S1 +S2)? — S — S3] /2 sont
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Les états propres de Hi sont les mémes que celles de S1 - S5 avec des valeurs propres
multipliés par —J

—Jh?
Ei23 = —JAip3= 1
3Jh?
Ey = —J\=
4
Le hamiltonien a donc un état fondamental d’énergie £ = %}12, trois fois dégénéré.

Notez que cela est dit au choix J > 0 (modéle ferromagnétique). Le choix J < 0
(modé¢le antiferromagnétique) conduit a un état fondamental une fois dégénéré et a
une physique trés différente.

2. La dimension de I'espace de Hilbert pour Hy est 2%.

(a) La raison pour laquelle on cherche a remplacer les opérateurs S¥ et SY par les
opérateurs SZ-+ et S, est que ces derniers permettent des calculs beaucoup plus
aisés dans la base choisie. En effet, il faut se souvenir que pour 'opérateur S’;r
par exemple, on a

Sﬂml,mz,...Ti...,mN> =0
SFlmi,ma, ... Li...,my) = hlmi,mg,... Ti...,my)
Par définition des opérateurs S;r et S;”, nous avons

. Si+S y S5 =S
Sf=—g et S/ =——

Par conséquent

S;-S; = STST+SYSY+S:s:
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On en déduit la nouvelle forme du hamiltonien

N
1
Hy = _JZ [2 (8787, +87Sh,) + 57 f+1]
i=1



(b) Pour montrer que |F) est un état propre de Hy|F'), calculons Hy|F'). Pour
cela, commengons par S; - S;+1|F).

SESial T At ) = SR il 1) =0

SySHalt titig o) = 0
h
SESE Attt ) = SEo| T Mg 1)
ﬁ2
= Z|T"'TiTi+1"'T>

Ainsi S; - S |F) = %]F), et nous avons

N
1 _ _
Hy|F) = *‘]Z [2 (S Siia + 57 8f) + 8755 | 1F)
i=1
hZ
= —JN—|F
Cip)
|F) est donc bien état propre de Hy avec une énergie Ep = —JN %.

(c) On a trouvé a la question 1 que I’énergie de ’état fondamental pour un systéme
de deux spins était —Jh2/4. Pour un systéme avec N couplages entre spins, on
en déduit directement que I'énergie du fondamental est minorée par N (—Jh2/4).
Dans ce cas, le minorant est atteint, et est effectivement I’énergie de |F’)

(d) En utilisant les relations de commutation familiéres entre S*, SY et S*, nous
obtenons les relations de commutation suivantes pour S;

[S7.87] =0

57571 = —2hs;

[S7,5] = hsy

e8] = [sreymes)| =0 s it

La derniére propriété est liée au fait que lorsque ¢ # j, les opérateurs S; et S
n’agissent pas sur le méme spin et donc leur ordre n’importe pas. Par conséquent

N N
[Seors Hn] = —JZZ [S;7.S; - Sjt1]

i=1 j=1

N
= —JZ {[5;7,Si—1-Si]+[S;7,Si-Siy1]}
i—1

Ici nous avons utilisé [S§, Sf | # 0 seulement si k = [. En utilisant le résultat



de I'exercice 2.a, nous obtenons
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Dans la seconde et la quatriéme somme, nous pouvons faire le changement de
variable muette i — i + 1 (avec la convention Sy = S1 ), et nous obtenons
bien

[St;ta H N] =0

(e) D’apreés la question précédente nous avons

HNS£t|F> = StTJtHN|F> = EFSJ)JF)

Ainsi |Fy) = S;|F) est aussi un état fondamental, de la méme maniére que
chaque ket de la forme |F,) = (Si,)" |F).

Remarque
La matrice S;,, étant nilpotente, elle ne peut pas étre diagonalisée. Il
n’y a donc pas de base propre commune & Hy et Si,.

La question qui se pose maintenant est celle de la dégénérescence gr du fon-
damental. Lorsque 'on applique S;,, de maniére répétée, les états |F;) sont-ils
indépendants ? Etant donné que gr est finie, on sait par avance que la réponse
& cette question est négative. Néanmoins si I’'on regarde de plus prés ces états,
|F1) est une combinaison linéaire de tous les états possibles ayant seulement
un spin down, |F») une combinaison linéaire de tous les états possibles ayant



exactement deux spins down, etc.
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Comme |F) est I'état avec tous les spins down, on en déduit que tous les états
|F;) tels que ¢ > N sont nuls. Et de plus, tous les états |F;) tels que ¢ < N sont
indépendants (car chacun a un nombre différent i de spins down). Ainsi nous
venons de montrer que g > N + 1.

Le fait que la dégénérescence soit exactement g = N + 1 peut s’obtenir si 'on
réalise que le fondamental est le sous-espace de spin total N/2, en gardant &
Iesprit que la dégénérescence du sous-espace de spin S est 2.5 + 1.

Pour N = 2, on trouve bien un fondamental a 3 états : les trois états du triplet.

Remarque
i. Notez que les états |F},) avec n € {1,..., N — 1} ne sont pas nor-
malisés. On peut vérifier que |F,) contient N!/(n!(N —n)!) termes
orthogonaux.
ii. Les états |F},) (notez qu'on a défini |Fy) = |F)) sont aussi des

vecteurs propres de Sg,; avec des valeurs propres A(N/2 — n).

iii. On peut aussi verifier que les états |F},) ont un spin total N/2,
c’est-a-dire qu’ils sont des vecteurs propres de S2.,, avec S2 | F},) =
hQ%(% + 1)|F},). Par conséquent, on a 2% +1= N +1 états avec
la méme énergie et spin total mais avec des valeurs S¢; différentes.

Pour conclure on peut se demander l'intérét qu’il y a & connaitre gp. Dans le cas
des milieux ferromagnétiques, c’est une question fondamentale comme nous allons
essayer de le montrer en quelques lignes.

De maniére générale, on attend que les symétries d’un systéme se reflétent dans les
grandeurs physiques qui le caractérisent. (Par exemple, on s’attend a ce que le champ
électrique créé par une charge ne dépende que de la distance r & la charge et pas de
la direction considérée car, comme le systéme est invariant par rotation, si on le fait
tourner, on doit retrouver le méme résultat.) Ainsi, pour un hamiltonien invariant
par rotation comme H y, on pourrait penser que les états propres sont d’aimantation
nulle (une aimantation non nulle qui pointe dans une direction de I’espace romp de
toute évidence l'invariance par rotation). Or, non seulement nous savons que les
matériaux ferromagnétiques, que Hy est censé modéliser, peuvent avoir une aiman-
tation non nulle (comme c’est le cas d’'un aimant en fer doux) mais de plus, nous



vérifions que les états F; ont bien une aimantation non nulle. La solution & cette
situation apparemment paradoxale est liée & la dégénérescence du fondamental et
au phénomeéne de brisure spontanée de symétrie, un concept d’extréme fécondité en
physique. En quelques mots, s’il n’y avait qu’un état dans le fondamental, celui-ci
serait d’aimantation nulle pour respecter la symétrie du systéme (ceci sera démontré
simplement lorsque 1'on traitera le paragraphe 9.3 du cours). Mais lorsque le fonda-
mental est comme ici dégénéré, le respect des symétries demande juste que le niveau
fondamental soit globalement invariant par rotation ce qui est bien le cas ici.

Que se passe-t-il alors dans la pratique ? A basse température, le systéme se trouve
dans un état du fondamental qui, lui, a généralement une aimantation non nulle.
Ainsi, sans aucune action extérieure, le systéme acquiert pourtant une aimantation
et brise spontanément la symétrie de rotation du systéme. Cette symétrie se retrouve
néanmoins dans le fait que la direction de ’aimantation est dans ce cas complétement
arbitraire.



