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Exercice 1 Caractéres d’une représentation

1. En utilisant le théoréme de Burnside,

Nr
S F=h,
=1

ou h est 'ordre du groupe, Nr est le nombre des représentations irréductibles et [;
est la dimension de la représentation I'™ | on voit que pour h = 6, la seule possi-
bilité est d’avoir deux représentations irréductibles 'V T'®) de dimension 1 et une
représentation irréductible I'®) de dimension 2.

Les classes du groupe Cs, = {E, S, S™!,01,09,03} sont 3: C; = {E}, Cy = {5,571},
Cy = {oy,i=1,2,3).
On doit donc remplir la table des caractéres x((C,,) (i, = 1,2,3)

Cy | O &) Cs

I 1 xW(C) xD(C) xW(Cs)
I x@(C) xP(Cy) xP(Cs)
I | x®(C) x®(Cr) xB(Cs)

On appelle T 1a représentation identique, pour laquelle on a evidemment X(l) (Cp) =
1,¥u. En plus on sait déja que P (C1) =1 et x3)(C}) = 2 parce que l'identité est
représentée par 1 dans une représentation monodimensionnelle et par la matrice iden-
tité dans une représentation bidimensionnelle.

Pour trouver les autres caractéres utilisons une des relations entre les classes suivante:
Cy - C3 = 2C%.
On sait que les coefficients 7,5 qui apparaissent dans les relations entre les classes

N¢

Cu-Cy = murCy
A=1

sont les mémes qui apparaissent dans les relations entre les caractéres

N¢

nunuX(i)(Cu)X(i)(CV) =1 Z nuz/)\nAX(i)(CA)7
A=1

ot n, est la dimension de la classe C, et [; la dimension de la représentation @,

Dans ce cas ng 3 = 20,3 et on trouve

6x D (C2)x D (C3) = 61D (C3),



qui conduit a x(C3) = 0 on D (Cs) = I;. Pour I; = 1, on a forcement x(Cy) =
1, parce que la matrice ne peut pas étre singuliére et, en utilisant la condition
d’irréductibilité )
=3 X(C)
o
on trouve !X(i) (Cs) ‘2 = 1 et donc x?(C3) = —1. A 'aide du théoréme d’orthogonalité
par colonnes

Nr b
Z X(z)*(CM)X(z) (C)) = ;5/“,’
i=1 ®
appliqué a la premiére et a la deuxiéme colonne,
Nr
> O (Cy) =0,
i=1
on voit que ) (Cy) = —1. La condition d’irréductibilité nous donne enfin x(3)(C3) =

0.

Finalement la table des caractéres de Cs, est

Cs [C1 Cy Gy
Ml 1 1 1
| 1 1 -1
| 2 -1 0

Une autre maniére de procéder et de remplir la premiére ligne et colonne qui sont triv-
iales et d’appliquer le théoréme d’orthogonalité pour trouver les 4 éléments restants.

. Le premier pas est trouver les caractéres de la représentation I'. Pour faire ¢a, notons
que calculer les matrices de la représentation ne pas nécessaire. Il suffit de calculer
les éléments diagonaux d’une des matrice de chaque classe. Dans ce cas on a que
le vecteur r se transforme avec les relations

co(30)()-G) o

1 V3 1 V3

— = Yo — = _i_iy
R (S)r = 2 2 <$): 27T Y ) 2
o= (5 5)0)- (30 ®

-1 0 T —x
-1 _ _
e (3DG)-(5)
Sion écrit I'(w)¥; = 3, T'ji(u) ¥}, on trouve immédiatement I'y; (E) = 1, Vi; I'y(S) =
1/4, pour i = 1,2 et I'33(S) = —1/2; T'yi(01) = 1, pour i = 1,2 et I's3(01) = —1.
Les caractéres de I', qui a dimension 1=3, sont donc x(C1) =1 = 3, x(C3) = 0,
x(Cs3) = 1.

A partir de la table des caractéres des raprésentations irréductibles trouvée dans le
point (i), on peut trouver les coefficients b; de la décomposition

T =00 @b, @ by



& ’'aide de la relation

bi = % Z n#X(i)(Cu)X(Cu)- (4)
I

On a

1
b=l 1-3+2:1:043-1-1) =1,

1
by=(1-1:342:1-043-(~1)-1) =0,

1
b3:6(1-2~3+2-(—1)-0+3-0-1):1.

Donc la représentation I' contient une fois la représentation identique et une fois la
représentation bidimensionnelle T'®):

r=rW416),

. On peut appliquer la méme méthode utilisée dans le point (ii). On sait comme se
transforment x et y sous les transformations du groupe, et on sait que z est invariée,
parce que le transformations agissent dans le plan zy.

Pour les éléments diagonaux on trouve

U | Tyu(E) Tu(S) Tylor)

Uy =23 1 -1/8 -1
Uy = 3 1 -1/8 1
U3 =23 1 1 1
Uy =22y 1 5/8 1
Uy = 292 1 5/8 -1
Vg = 222 1 1/4 1
Uy = x2? 1 -1/2 -1
Vg =52z 1 1/4 1
Uy = yz2 1 -1/2 1
Uiy = z2yz 1 -1/2 -1

D’ici on calcule immediatement les caractéres: x(C1) = 10, x(C2) = 1, x(C3) = 2,
et a 'aide de la relation 4, on trouve

I =3r® 4+ 7@ 4 3r®).



