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Exercice 1 Caractères d’une représentation

1. En utilisant le théorème de Burnside,

NΓ∑
i=1

l2i = h,

où h est l’ordre du groupe, NΓ est le nombre des représentations irréductibles et li
est la dimension de la représentation Γ(i), on voit que pour h = 6, la seule possi-
bilité est d’avoir deux représentations irréductibles Γ(1),Γ(2) de dimension 1 et une
représentation irréductible Γ(3) de dimension 2.

Les classes du groupe C3v = {E,S, S−1, σ1, σ2, σ3} sont 3: C1 = {E}, C2 = {S, S−1},
C3 = {σi, i = 1, 2, 3}.
On doit donc remplir la table des caractères χ(i)(Cµ) (i, µ = 1, 2, 3)

C3v C1 C2 C3

Γ(1) χ(1)(C1) χ(1)(C2) χ(1)(C3)

Γ(2) χ(2)(C1) χ(2)(C2) χ(2)(C3)

Γ(3) χ(3)(C1) χ(3)(C2) χ(3)(C3)

On appelle Γ(1) la représentation identique, pour laquelle on a evidemment χ(1)(Cµ) =
1,∀µ. En plus on sait déjà que χ(2)(C1) = 1 et χ(3)(C1) = 2 parce que l’identité est
représentée par 1 dans une représentation monodimensionnelle et par la matrice iden-
tité dans une représentation bidimensionnelle.

Pour trouver les autres caractères utilisons une des relations entre les classes suivante:

C2 · C3 = 2C3.

On sait que les coefficients nµνλ qui apparaissent dans les relations entre les classes

Cµ · Cν =

NC∑
λ=1

nµνλCλ

sont les mêmes qui apparaissent dans les relations entre les caractères

nµnνχ
(i)(Cµ)χ(i)(Cν) = li

NC∑
λ=1

nµνλnλχ
(i)(Cλ),

où nµ est la dimension de la classe Cµ et li la dimension de la représentation Γ(i).

Dans ce cas n2,3,λ = 2δλ,3 et on trouve

6χ(i)(C2)χ(i)(C3) = 6liχ
(i)(C3),



qui conduit a χ(i)(C3) = 0 où χ(i)(C2) = li. Pour li = 1, on a forcement χ(i)(C2) =
1, parce que la matrice ne peut pas être singulière et, en utilisant la condition
d’irréductibilité

h =
∑
µ

nµ

∣∣∣χ(i)(Cµ)
∣∣∣2

on trouve
∣∣χ(i)(C3)

∣∣2 = 1 et donc χ(2)(C3) = −1. A l’aide du théorème d’orthogonalité
par colonnes

NΓ∑
i=1

χ(i)∗(Cµ)χ(i)(Cν) =
h

nµ
δµν ,

appliqué à la première et à la deuxième colonne,

NΓ∑
i=1

χ(i)∗(C1)χ(i)(C2) = 0,

on voit que χ(3)(C2) = −1. La condition d’irréductibilité nous donne enfin χ(3)(C3) =
0.

Finalement la table des caractères de C3v est

C3v C1 C2 C3

Γ(1) 1 1 1

Γ(2) 1 1 −1

Γ(3) 2 −1 0

Une autre manière de procéder et de remplir la première ligne et colonne qui sont triv-
iales et d’appliquer le théorème d’orthogonalité pour trouver les 4 éléments restants.

2. Le premier pas est trouver les caractères de la représentation Γ. Pour faire ça, notons
que calculer les matrices de la représentation ne pas nécessaire. Il suffit de calculer
les éléments diagonaux d’une des matrice de chaque classe. Dans ce cas on a que
le vecteur r se transforme avec les relations

R−1(E)r =

(
1 0
0 1

)(
x
y

)
=

(
x
y

)
, (1)

R−1(S)r =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2 −1

2

)(
x
y

)
=

(
−1

2x+
√

3
2 y

−
√

3
2 x−

1
2y

)
, (2)

R−1(σ1)r =

(
−1 0
0 1

)(
x
y

)
=

(
−x
y

)
. (3)

Si on écrit Γ(u)Ψi =
∑

j Γji(u)Ψj , on trouve immédiatement Γii(E) = 1, ∀i; Γii(S) =
1/4, pour i = 1, 2 et Γ33(S) = −1/2; Γii(σ1) = 1, pour i = 1, 2 et Γ33(σ1) = −1.

Les caractères de Γ, qui a dimension l=3, sont donc χ(C1) = l = 3, χ(C2) = 0,
χ(C3) = 1.

A partir de la table des caractères des raprésentations irréductibles trouvée dans le
point (i), on peut trouver les coefficients bi de la décomposition

Γ = b1Γ(1) ⊕ b2Γ(2) ⊕ b3Γ(3),
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à l’aide de la relation
bi =

1

h

∑
µ

nµχ
(i)(Cµ)χ(Cµ). (4)

On a
b1 =

1

6
(1 · 1 · 3 + 2 · 1 · 0 + 3 · 1 · 1) = 1,

b2 =
1

6
(1 · 1 · 3 + 2 · 1 · 0 + 3 · (−1) · 1) = 0,

b3 =
1

6
(1 · 2 · 3 + 2 · (−1) · 0 + 3 · 0 · 1) = 1.

Donc la représentation Γ contient une fois la représentation identique et une fois la
représentation bidimensionnelle Γ(3):

Γ = Γ(1) + Γ(3).

3. On peut appliquer la même méthode utilisée dans le point (ii). On sait comme se
transforment x et y sous les transformations du groupe, et on sait que z est invariée,
parce que le transformations agissent dans le plan xy.

Pour les éléments diagonaux on trouve

Ψi Γii(E) Γii(S) Γii(σ1)

Ψ1 = x3 1 -1/8 -1
Ψ2 = y3 1 -1/8 1
Ψ3 = z3 1 1 1

Ψ4 = x2y 1 5/8 1
Ψ5 = xy2 1 5/8 -1
Ψ6 = x2z 1 1/4 1
Ψ7 = xz2 1 -1/2 -1
Ψ8 = y2z 1 1/4 1
Ψ9 = yz2 1 -1/2 1

Ψ10 = xyz 1 -1/2 -1

D’ici on calcule immediatement les caractères: χ(C1) = 10, χ(C2) = 1, χ(C3) = 2,
et à l’aide de la relation 4, on trouve

Γ = 3Γ(1) + Γ(2) + 3Γ(3).
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