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vil

Ouvrages Recommandés

Il existe de trés nombreux ouvrages en frangais et en anglais traitant de la méca-
nique quantique.

En francais :

1. La référence historique : Messiah. Excellent livre, toujours la référence dans
de nombreux domaines.

2. La référence moderne : Cohen-Tanoudji, Diu, Laloé. Livre trés clair avec des
calculs exceptionnellement bien expliqués et détaillés. Il est donc recommandé
pour "démystifier" le coté calculatoire de la mécanique quantique. Il reste
cependant difficile & consulter comme référence car il est trés volumineux.

3. Deuz ouvrages plus récents :
- Le Bellac. Original dans ses choix, parle de problémes d’actualité. Explica-
tions mathématiques précises mais concises.
- Basdevant & Dalibard. Intéressant grace a son CD ROM de démonstrations.

4. La référence russe : Landau & Lifshitz. Exceptionnel dans la concision et
I’étendue des sujets abordés. Ouvrage auquel on revient souvent comme cher-
cheur, il reste relativement difficile pour une premiére approche. Probléme
majeur : il n’utilise pas les notations modernes universellement employées de
nos jours.

En anglais :

1. Les références un peu vieillies :
- Schiff
- Merzbacher

2. Un livre concis et astucieux : Sakurail

3. Une excellente compilation de notes de cours : Baym

Avant-Propos

La mécanique quantique est sans doute la plus grande révolution intellectuelle de
I’histoire de la physique. Elle est remarquable & plus d’un titre :

- Elle est fondamentale dans pratiquement tous les domaines de la physique (phy-
sique atomique, physique moléculaire, physique des solides, optique, physique
des particules, thermodynamique et physique statistique) dés qu’on s’intéresse
a de petites dimensions (de 'ordre du diamétre d’un atome : 1 [Angstrom]|

= 1071%[m]).
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Elle a permis de comprendre de trés nombreux phénomeénes qui étaient sans
explications depuis de nombreuses années, comme par exemple les raies d’exci-
tation de 'atome d’hydrogéne, par a opposition a la relativité, qui a été avant
tout prédictive.

Elle n’a a ce jour pas été mise en défaut. Ses prédictions, aussi précises soient-
elles, ont toujours été vérifiées.

Elle repose sur des bases mathématiques et conceptuelles trés fragiles. Dans
beaucoup de contextes, il apparait par exemple des divergences qu’on est obligé
d’ignorer. Par ailleurs la formulation des développements les plus récents en
physique des hautes énergies repose sur un objet mathématiquement mal défini,
I'intégrale de chemin. Enfin, la définition précise des postulats repose sur la
notion de mesure, qui fait encore 'objet de débats houleux.

Il y a donc de nombreuses facons d’enseigner la mécanique quantique, qu’il
s’agisse du choix des problémes mis en avant pour expliquer la nécessité d'une nou-
velle théorie, ou qu’il s’agisse de la facon de présenter la théorie elle-méme. Les
choix faits dans ce cours ont été guidés d’une part par sa position dans le cursus des
étudiants et d’autre part par mes gotts et orientations personnels. Comme ce cours
intervient avant 1’électrodynamique et la physique statistique, je me baserai sur les
difficultés de la mécanique classique a expliquer la structure de I’atome pour motiver
le développement de la théorie. Par ailleurs, je crois qu’on s’habitue a la mécanique
quantique d’abord et avant tout en 1'utilisant sur des problémes concrets, et je met-

trai

I’'accent sur l'extraordinaire puissance de la mécanique quantique a expliquer

des phénomeénes, en renvoyant a des cours plus spécialisés pour les développements
mathématiques plus rigoureux sur tel ou tel aspect du formalisme.



Chapitre 1

La Théorie des Quanta

1.1 Introduction

L’idée que I’énergie d’un systéme ne pouvait prendre que certaines valeurs dis-
crétes et non pas ’ensemble continu des valeurs prédites par la théorie classique
du phénoméne a été émise pour la premiére fois par Planck en 1900, qui, pour ex-
pliquer certaines particularités du rayonnement thermique, a supposé que 1’énergie
d’un champ électromagnétique de fréquence v ne pouvait prendre que des valeurs
discrétes de la forme

E, = nhv (1.1)

oll m est un entier et h une constante appelée constante de Planck (h = 6.6261 -
10734 [Js]).

En 1905, Einstein a suggéré que cette idée, considérée par Planck comme une
astuce pour corriger la formule du rayonnement du corps noir, avait une certaine
réalité. En effet, il avait été remarqué qu’il était possible d’extraire des électrons d'un
solide en envoyant des ondes électromagnétiques (effet photoélectrique), mais que
cela n’était pas toujours possible. Pour que 'effet se produise, il faut que la fréquence
v du rayonnement soit supérieure a une fréquence 1y, et ce indépendamment de
I'intensité du rayonnement. Einstein a suggéré 'interprétation suivante : pour éjecter
un électron d’un solide, il faut lui fournir une énergie Fy (appelée travail de sortie).
Supposons qu’une onde électromagnétique de fréquence v se comporte comme une
collection de particules d’énergie hv appelées photons. Lors de 'interaction avec une
telle onde électromagnétique?, un électron ne peut alors acquérir quune énergie
égale a hrv. Il ne pourra donc étre éjecté que si la fréquence v est supérieure a 1y
donnée par

hl/o = E(] (12)

1. Voir cours de physique statistique pour la description de ce phénoméne.
2. Sil’on fait 'approximation trés raisonnable pour une source standard qu’un électron ne peut
interagir qu’avec un seul photon a la fois.
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C’est pour ce travail qu’Einstein a eu le prix Nobel.

Mais le premier exemple expérimental de quantification de ’énergie est antérieur.
Il remonte & l'observation en 1885 par Balmer que les raies observées lors de la
luminescence d’atomes d’hydrogéne qui se désexcitent correspondent a des longueurs

d’onde de la forme
1 1 1 1 1
S (S [ — =109677cm ™" 1.3

La formule de Balmer correspond an = 2 et p > 3 (longueur d’onde dans le visible),

le cas n =1 (série de Lyman) correspond & des ondes UV. Les séries n = 3,4, 5, ...

ont toutes été observées.

1

L %) — correspondait a

Finalement, Ritz a suggéré que la transition § = (— —

n? p? ] Xo

une différence entre deux termes spectraux :

1

= T, -1, (1.4)
et que 'atome d’hydrogéne était caractérisé par un terme spectral
11
T, =—— 1.5
N (1.5)

1.2 La Théorie de Bohr de ’Atome d’Hydrogéne

La théorie de Bohr est basée sur la formulation hamiltonienne du mouvement d’un
électron autour d’un noyau. Le mouvement de Kepler, c’est-a-dire le mouvement
dans un potentiel central de la forme —k/r, est séparable, et les orbites périodiques
peuvent se décrire a 'aide des variables action-angle (1, w;), ({p, wp) et (I, w,) telles
que I, Iy, I, soient des constantes et w,, wy et w, des fonctions linéaires du temps.
Un calcul standard conduit a I’expression du nouvel hamiltonien sous la forme :

mk?

2(L +Ip + I,)?
Une transformation canonique a l'aide de la fonction F (w,,ws,wy; 1, Iz, I3) =

(wy — wp) [1+(wy — wy) Is+w, I3 conduit & de nouvelles variables action-angle (11, wy),
(I3, wa), (I3, ws) telles que :

K (I, Iy, 1,) = —

(1.6)

I =1,
Iy =1+ 1, (1.7)
13 == L« + Ig + Lp
En remplacant k& par 476:;0, on trouve finalement :
4
1
K=-" (1.8)

32m2e I2
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Bohr remarqua que cette expression permet d’établir un lien avec les termes spec-
traux introduits par Ritz. En effet, si on fait I'hypothése que I3 peut prendre les
valeurs

h

I3 =nh h=—

3 nn., o

me* 1

K (I3 =nh) =
= Kh=nh) = g (1.9)
1
= En:—ﬁRy, 1Ry =13.6 eV

Cette expression de ’énergie est I'opposé de celle naturellement associée au terme
spectral T),. En effet, & une longueur d’onde A\ est associée une fréquence v par
v = ¢/, ou c est la vitesse de la lumiére, et & une fréquence v est associée une
énergie E par £ = hv, d’ou E = he/A. Or, les expressions de E, et de T, conduisent
ak, =—hcl,.

La théorie de Bohr consiste donc & supposer que 1’électron ne peut occuper que
des orbites périodiques telles que 'action soit un multiple entier de 7, et que I’énergie
qu’il peut émettre lorsqu’un atome se désexcite ne peut étre égale qu’a la différence
entre les énergies de deux telles orbites.

1.3 Les Reégles de Bohr-Sommerfeld (1915)

La "théorie des quanta" (ou "vieille mécanique quantique") est donc basée sur les
regles de Bohr-Sommerfeld qui stipulent que le mouvement n’est possible que sur
des orbites périodiques pour lesquels les variables actions de fréquence non nulles
(comme I3 dans I'exemple précédent) sont des multiples entiers de A.

Cette théorie a eu un succés considérable. Bohr la considérait comme "la voie
royale vers la quantification", et & partir de 1915, on a essayé de 'appliquer a diffé-
rents problémes. Elle souffre néanmoins de sérieux désavantages :

1. D’un point de vue pratique, elle se base sur les variables action-angle. Elle sup-
pose donc qu’on peut résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi. Mais c’est en
général impossible. Du coup, il a fallu développer des stratégies d’approxima-
tion pour les problémes non-séparables, qui sont en général plus compliquées
que le formalisme moderne.

2. Cette théorie est limitée aux orbites périodiques et ne fait aucune prédiction
sur la diffusion des électrons, qui pourtant, comme nous le verrons, révéle des
effets quantiques tout aussi importants.

3. Mais le probléme le plus fondamental est que cette théorie ne donne qu’une
recette sans remettre en cause la formulation de la mécanique ou de 1’électro-
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dynamique classique. Une particule chargée émet, en électrodynamique clas-
sique, des ondes électromagnétiques?®. Elle doit donc perdre de I’énergie, et
I’électron devrait finalement s’effondrer sur le noyau. Si cela ne se produit pas,
il doit y avoir une raison plus profonde sur laquelle la théorie des quanta ne
nous dit rien.

4. Finalement, si elle conduit au résultat rigoureusement exact pour le potentiel
coulombien, on sait désormais qu’elle n’est pas exacte en général. Elle est
valable dans la limite ~ — 0 (elle donne le résultat dominant pour A petit)
modulo une modification des régles en :

ou 7; est un nombre de 'ordre de 1'unité appelé indice de Maslov qui dépend
du type de degré de liberté et des conditions aux limites.

Exemple : Pour l'oscillateur harmonique défini par ’hamiltonien

P 1
on a :
K=wIl
(1.12)
= FE, =hwn
d’apres la théorie des quanta. Le résultat exact est
1

(voir chapitre suivant).

3. Voir cours d’électrodynamique.



Chapitre 2

La Quantification Canonique

2.1 Introduction

Pour aller au-dela de 'hypothése ad-hoc de la théorie des quanta, il faut que la
quantification des énergies possibles soit une conséquence logique de la théorie. Il
faut donc modifier les hypothéses de départ.

Une possibilité qui pourrait sembler naturelle serait de modifier ’hamiltonien d'un
systéeme comme l'atome d’hydrogéne pour que seules certaines trajectoires soient
possibles, mais une telle approche reviendrait a remettre en cause la forme des lois
de la physique des phénomeénes a 1’échelle macroscopique, ce qui n’est pas du tout
satisfaisant.

En 1925, un jeune physicien, Werner Heisenberg (alors 4gé de 24 ans), propose
que ce n’est pas la forme de I’hamiltonien qu’il faut modifier, mais que c’est plutot
la notion méme de trajectoire qu’il faut abandonner. Aprés tout, personne
n’a pu observer le mouvement d'un électron autour d’un noyau. Tout ce qu’on a pu
observer, ce sont les niveaux d’énergie possibles de ’électron autour du noyau.

Mais si 'hamiltonien s’exprime sous la forme classique, c’est-a-dire par exemple

comme
2
p 1 2,2
H=_—+mwx
2m 2

pour un oscillateur harmonique, quelles hypothéses faut-il faire sur ¢, p et H pour

que les valeurs observables de H soient discrétes? La réponse de Heisenberg est que

c’est possible si g, p et H sont des opérateurs linéaires, et que les valeurs observables

sont les valeurs propres de ces opérateurs . Plus précisément, Heisenberg a démontré

que si ¢ et p sont des opérateurs qui satisfont

(2.1)

[4,p] = ikl = ik (2.2)

1. II est conseillé de lire le début de I'annexe A avant d’aller plus loin. Il contient toutes les
notions mathématiques nécessaires.
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(ot 1 est Popérateur identité?), les valeurs propres de H sont de la forme

1

Le cheminement intellectuel qui a amené Heisenberg a cette hypothése est assez
compliqué, mais on peut arriver a cette relation par des arguments heuristiques
simples.

Tout d’abord, pour que les valeurs propres de ¢, p et H soient réelles, le plus
simple est de supposer que ce sont des opérateurs hermitiques.

Par ailleurs, si I’on veut conserver 'hypothése que I’électron peut étre n’importe
ol, et qu’il peut avoir n'importe quelle impulsion, il est logique de supposer que les
valeurs propres possibles de ¢ et p sont ’ensemble des réels.

Mais si ¢ et p commutaient, on pourrait les diagonaliser dans une base commune ?,

et sauf restriction supplémentaire, on pourrait donc trouver des états |y, ,) tels que

4l¢qp) = alPqp)

A (2.4)
Plegp) = Plegp)
Ces états seraient donc également vecteurs propres de H, de valeurs propres
2
A D 1
H“qu) = (% + imw2q2> “qu)- (2.5)

Autrement dit, si ¢ et p commutaient, le spectre de H serait I’ensemble des éner-
gies possibles classiquement.

On est donc conduit naturellement & supposer que ¢ et p ne commutent pas.
L’hypothése "minimale" est de supposer que le commutateur est proportionnel &
l'identité (on n’a introduit aucun autre opérateur a ce stade).

[4,p] = al (2.6)

Mais

(2.7)

Enfin, il faut introduire A dans la théorie si on veut retrouver I’hypothése de la
théorie des quanta

[4,p] = ih (2.8)

2. Pour éviter d’étre redondant, on omettra parfois de I’écrire.
3. Voir 'annexe A.
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2.2 L’Oscillateur Harmonique

Dans cette section, nous allons démontrer que I'hypothése [¢,p] = ih conduit
effectivement au spectre hw (n + ) pour H. Dans ce contexte, on utilise plutot z a
la place de ¢ :

A2
2 p 1 2
H="—+ -muw’i
2m = 2 (2.9)

[JAZ"p] =th

Il est commode d’introduire les combinaisons linéaires suivantes des opérateurs &

et p:

(2.10)
t= \ / = conjugué hermitique de a
Ces relations s’inversent en :
\/7 (2.11)
Calculons le commutateur de [a aT D’aprés leurs expressions, il vient :
1 1
-|> _ s . ~
[a’a} Z2h[ ]+Z2h[ ]
(2.12)
= [a, aq =1
Par ailleurs, I’hamiltonien s’écrit :
- mwh 2 1 1 2
— T 4= 2 T
(@ —a) g gty (@ a)
hw
=1 [— (aT — a) + (aT +a)2]
hw
=1 [— <OLT +a2—aTa—aaT) + <aT +a”+a'a+aa )}
I 2.13
= 7“) (aTa + aaT) ( )
I
= 70) (aTa +a'a+ 1)
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Etudions désormais le spectre de 'opérateur a'a.

1. Les valeurs propres de a'a sont positives ou nulles.
Supposons en effet que a'alp) = \|¢), avec (p|¢) = 1. On a :

A= {pla‘alp) = [la|o)|* > 0 (2.14)

2. Si |py) est vecteur propre de a'a de valeur propre A, alors a|py) est vecteur
propre de a'a de valeur propre A — 1.
Démonstration :

a'alpy) = Ag,) par hypothése.
(a'a)alpr) = (aa” —1) alpx)
= aalalpy) — alps) (2.15)
= aX|pr) — alpy)
= (A =1)aler).

Conséquences : Partant d’un vecteur propre |¢y) de a'a de valeur propre A > 0, on
engendre des vecteurs propres de valeurs propres A — 1, A — 2, ... par applications
successives de a. Deux cas de figure sont a distinguer.

Pour v suffisamment grand, A — v < 0. On engendre un vecteur propre
de valeur propre négative par application de a”. Mais on a démontré que les valeurs
propres de N sont positives. Cette possibilité doit étre écartée.

Considérons un vecteur propre |¢,) de valeur propre n € N. L’application
successive de a engendre des vecteurs de valeurs propres n — 1, n — 2, ... jusqu’a
I'opérateur a™ pour lequel

N (a"|@n)) = (n—n)[pn) =0

Mais (p|N|p) = 0= [lalg)]|* =0
(2.16)

= |a"Me,) =0 = d’lp,)=0 sip>n+1

On n’engendre pas de vecteur propre de valeur propre négative si n est entier.

Conclusion : Les valeurs propres possibles de N sont les entiers positifs et donc
les valeurs propres possibles de H sont hw (n + %) L’opérateur a'a est appelé I'opé-

A

rateur nombre, et il est souvent noté .

Essayons de construire explicitement les vecteurs propres, et étudions si ce spectre
est dégénéré.

Partant d’'un état |¢,) de valeur propre n, on arrive & un vecteur propre a”|p,,)
satisfaisant a (a™|¢,)) = 0. Sans hypothése supplémentaire sur Z et p, il est impos-
sible de décider s'il y a un seul état satisfaisant al¢) = 0. Nous verrons que dans
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le cadre de 'approche de Schrédinger, le fondamental est non dégénéré. Supposons
donc qu’il n’y ait qu'un seul vecteur satisfaisant a|p) = 0, et notons-le |¢y).

Etape suivante : Les autres états sont-ils dégénérés? Démontrons que non par ré-
currence.

Hypothése : La valeur propre n est non dégénérée. Soient |p,1) et [,41) deux
vecteurs propres de valeurs propres n + 1. Comme a|p, 1) et a|t,.1) sont vecteurs
propres de N de valeur propre n, et que par hypothése n est non dégénéré, il existe
A tel que :

alpnt1) = Aalthpi1) &
alalpni) = Ad'altn) &
(n+1) [ens1) = A(n+ 1) [Yns1) & (2.17)
lon+1) = AlYnt1)

=  n+ 1 est non dégénérée.

Derniére étape : Comment construire les vecteurs propres de valeur propre n quel-
conque ?

Proposition : si |¢) est vecteur propre de N de valeur propre n, af|p) est vecteur
propre de N de valeur propre n + 1.

Démonstration :

N|p) =nlp), par hypothése
Nallg) = a'aa’|p)
=a' (a'a+1) o)

(2.18)
= a' (a'a) |p) +a'lp)
= a'n|p) +d'lp)
= (n+1)d'lp)
Conséquence : (aT)n |©o) est vecteur propre de N de valeur propre n.
Normalisation : Supposons |¢,) normalisé.
2
HaT<PnH = <‘Pn|aa”§0n> = <<pn‘aTa + 1en) = (n+ 1) (@nlpn)
L9 e est lisé
————|¢,,) est normalisé
NS (2.19)

al
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La Quantification Canonique

Ainsi,

aTn
[n) = (\/%

o)

Finalement, pour aller d'un état a ’autre, on a :

a'ln) = vV +1lgni1)

Pour circuler dans ’autre sens, on remarque que :

=

a et al sont souvent appelés opérateurs de création et d’annihilation.

Récapitulation

2
lalen) I = (wnla’aln) = n{pnlen) =n

a’“ﬁﬂ) = ﬁ‘@n—l)

a)

(aT ¢

|a)

1)

o)

[ >
[ >

Les valeurs propres de l'oscillateur harmonique sont données par

1
E, = —
n hw<n+2)

neN

Elles ne sont pas dégénérées. L’état fondamental |pg) satisfait :

alpo) =0

Le vecteur propre de valeur propre E, est donné par

(af)”

[n) = NG

o)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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Les vecteurs propres sont reliés entre eux par :

a”@ﬂ) = Vn+1|pn1) et alen) = ﬁ“ﬂn—l) (2.26)

Remarque : C’est la solution compléte du probléme?. La valeur moyenne de n’im-
porte quelle observable dans n’importe quel état s’obtient en exprimant 1’observable
a l'aide des a, af et en utilisant la régle de commutation [a, aq =1.

Exemple : Essayons de calculer la valeur moyenne de 2% dans le fondamental ({pg|22|40)) :

2 N t 2
z _Qmw(a +a)

(OLT + a)2 = (aT)2 +d’+a'a+ad = (aT)2 +a?+2ata+1
2
<<P0| (GT) |800> = <800‘@T|801> = \/§<<P0|802> =0
(ola®|o) = (pola’alpo) =0 (2.27)
2
= (ol (OlT +a) lvo) = (@olpo) =1

2 h
2mw

On voit donc que < 2 ># 0 dans I’état de plus basse énergie. Ce résultat
est en contradiction manifeste avec le cas classique, ot z = 0 (et donc z? = 0) dans
le fondamental. Dans 1’état de plus basse énergie, on dit qu’il y a des fluctuations
quantiques appelées dans ce cas fluctuations de point zéro.

2.3 Les Opérateurs ¢ et p : la Théorie des Matrices

La question qui se pose naturellement & ce stade est de savoir comment trouver
des opérateurs ¢ et p qui satisfont la régle de commutation

4, ] = ikl (2.28)

En particulier, comme les matrices constituent un exemple simple d’opérateur dans
un espace de Hilbert, il est naturel de se demander si on peut les représenter par des
matrices (N x N). La solution du probléme de l'oscillateur harmonique suggére que
c’est impossible si IV est fini vu qu’'on a trouvé un ensemble infini dénombrable de
fonctions propres orthogonales {|p,)}. Mais cela était prévisible a priori. En effet,
en dimension finie, la trace de deux opérateurs satisfait

Tr (AB) = Tr (BA) (2.29)

4. A part la non-dégénérescence des états propres
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Du coup, pour des matrices de dimension finie N, Tr ([A, B]) = 0, alors que Tr ([z, p]) =
Tr (¢h1) = ihN.

Il faut donc considérer des opérateurs agissant dans un espace de dimension infinie.
Le choix fait par Bohr, Heisenberg et Jordan consiste a représenter & et p par des
matrices de dimension infinie dans la base des états propres de a'a. Dans cette base,
les opérateurs a et a' sont représentés par :

0vi 0 0 0 - o 0 00
Vi 0 0 0
00 v2 0 0 -
00 0 V3 0 - f 0 V2 0 0
a=1" " . a=10 0 V3 0 (2.30)
avec
1 0
0 1
o) =10 - len=10] - (2.31)
D’aprés I'expression de & et p en fonction de a et af, on en déduit :
0 V1 0 0
VI 0 V2 0
=0 v2 0o V3
2mw
0 0 V3 0
(2.32)
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ainsi que
1 0 —/1x2 0 0
0 1 0 —v2x3 0
@5:% VIX2 0 1 0 —3x4d
0 0 1 0

et

10
= @p—pi=ihi|0 1

Cette théorie, qui est la premiére théorie "exacte", c’est-a-dire la premiére forme
de la théorie moderne de la mécanique quantique (par opposition a la théorie des
quanta) est appelée théorie des matrices. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il
y a une autre fagon physiquement équivalente mais beaucoup plus intuitive de les
représenter.

2.4 La Quantification Canonique

Cette approche a donné naissance a une formulation trés générale de la quantifi-
cation des systémes classiques. L’idée consiste a étendre la relation

4, p] = ikl (2.34)

a toutes paires de variables canoniquement conjuguées. Cette procédure s’appelle
le principe de correspondance : on détermine la (ou les) paire(s) de variables cano-
niquement conjuguées (q,-, g—i = pi> dans la formulation lagrangienne du probléme,
et on leur associe des paires d’opérateurs dont le commutateur est égal a ih. Cette
approche est par exemple la base de la quantification du champ électromagnétique.

Pour que cette approche constitue une théorie compléte, il faut également se doter
d’une loi d’évolution temporelle. Ce probléme sera abordé ultérieurement dans le
cours, mais on peut d’ores et déja donner le principe de base.
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La relation [¢,p] = ih est formellement identique & la relation des crochets de
Poisson en mécanique classique au facteur ¢h prés :

{a.p} =1 (2.35)

Or, I’évolution temporelle d'une fonction des variables q et p est régie en mécanique
hamiltonienne par :

daf af
— = H} + — 2.36
= Hy (2.36)

Le principe de correspondance stipule qu’on obtient ’équivalent quantique de f
en remplagant ¢ et p par des opérateurs. On obtient alors un opérateur hermitique
f. En tant que tel, il peut correspondre & une quantité observable. Par analogie avec

I’équation classique pour f, son évolution temporelle est régie par I’équation :

df 17p7. ~1 Of
2 - [f,H] + 5 (2.37)

A

o on a remplacé {f, H} par = [f, ]ﬂ par analogie avec {¢,p} =1 & = [¢,p] = 1.

2

2.5 Les Relations d’Incertitude de Heisenberg

Les conséquences physiques de ce changement radical de point de vue sont considé-
rables. En particulier, il va falloir préciser ce qu’on entend par "valeur observable".
Ce probléme, auquel on se référe en général en parlant de [“interprétation de la
mécanique quantique, a une solution communément (mais pas universellement!) ac-
ceptée, basée sur un autre point de vue, celui de la mécanique ondulatoire, qui sera
développé dans le chapitre suivant.

Le point de vue de Heisenberg a néanmoins une conséquence directe trés surpre-
nante. En effet, comme Z et p ne commutent pas, il est impossible de les diagonaliser
dans une base commune. Autrement dit, si |¢) est un état propre de p, il ne
peut pas étre simultanément état propre de &.

Pour "mesurer" a quel point un état est différent d’un état propre d’un opérateur,
il est commode de faire la remarque suivante. Supposons que |¢) soit un état propre
normalisé de & de valeur propre x € R :

Tlo) = zlp) et Blp) = 2|p) = (plE®]p) = (plE|p)? (2.38)

Ainsi, pour un état propre de z, la quantité

Az =/ (pl22]p) — (plz]e)? (2.39)
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est nulle. Par contre, elle ne I'est pas si |¢) n’est pas état propre de . Considérons
par exemple un état

laf* +18)* =1 (Normalisation)
lo) = ale1) + Bles)  tel que ¢ Z|p1) = x1|p1)
Tlpa) = xalpa) et 1 Fxo (= (pi|p2) =0)

(p|2]0) = (upr + Bpalazipr + Baaps) = |af* x1 + | B 2y
(pl2®|p) = (a1 + Bpalazip, + Braps) = |0“2$% + |/6|2 3
= (pl#?e) — (pl2le)? = |al* 2 + 18> 23 — |af* 2} — 8] 23 — 2|a)?| B[ 12
(2.40)

En multipliant |a|” 22 + |8|* 2 par |a®| + |3?| (= 1), il vient

AZ? = [ |81 2F + |of* [ 3 — 2[af* |B]* 212,
= |o? |8 (21 — 22)° (2.41)
= Az =|af[B]|z1 — 2o

Théoréme : Pour tout élément normalisé |p) de 'espace de Hilbert, on a :

h
Az - Ap > 3 (2.42)
Démonstration : Considérons un état |¢) et définissons les opérateurs
Zo =2 — (p|T|p)1
o =& = (plEle) (2.43)
o = p — {elple)1

On a bien str [Zg, po] = k1. De plus, comme & est hermitique, (¢|Z|¢) = (p|Tp) =
(Tolp) = (plzp)* = (Z|p|z)* est réel. Ty est donc aussi hermitique. Considérons
désormais 1'état :

(Z0 +iMpo) [¢)  A€ER (2.44)

Sa norme au carré doit étre positive (par définition de la norme) :

(20 + iXpo) @) [|* >0

(@] (B0 — iApo) (o + iApo) [@) > 0

(0lg]0) + A {@lpple) — i(elbotole) + iX{wlZopole) > 0 (2.45)
(el3le) + A (elp3le) + iX(@l [Zo, Dol |#) > 0

2 elpple) — A+ (plig]e) > 0

P
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Pour que ce polynéme de degré 2 soit toujours positif, son discriminant doit étre

négatif
= 1 = 4Hoplpgle) (el Egle) <0 ©<¢|ﬁ§|w><wlf§\¢>2%
Mais  (pl@gle) = (o] (22 — 2(plE]@)E + (plZle)?) )
=<30|~%2|so> 2(el|e)? + (l]p)?
= (pl#?|p) — (plZ|p)?
De méme, (p|pjle) = (@|p*|e) — (vlple)?

(2.46)

(2.47)

Cette relation a été démontrée en utilisant simplement le fait que [z, p] = ik et
que Z et p sont hermitiques. Elle s’applique donc & toute paire d’opérateurs

décrivant des variables conjuguées.

Ces relations s’appellent les relations d’incertitude de Heisenberg. Nous revien-
drons sur leur interprétation lorsque nous aurons précisé ce qu'on entend par la
mesure d'une observable dans un état. Mais on comprend déja que 'idée fondatrice

de Heisenberg d’abandonner la notion de trajectoire est cruciale.



Chapitre 3

La Mécanique Ondulatoire

3.1 Introduction

L’un des aspects remarquables de la mécanique quantique réside dans le fait que
des théories apparemment sans rapport les unes avec les autres, mais en réalité
rigoureusement équivalentes, ont été développées complétement indépendamment.
Ainsi, alors que Bohr, Heisenberg, et d’autres ont construit une théorie basée sur
la quantification des niveaux d’énergie, De Broglie, puis surtout Schrodinger ont
construit une théorie basée sur la dualité onde-particule.

Le point de départ de Louis De Broglie est I’hypothése que tous les phénomeénes
microscopiques sont décrits par des concepts identiques. Or, I'hypothése de Planck
et I'explication par Einstein de l'effet photoélectrique suggérent que le champ élec-
tromagnétique, qui est une onde, a aussi un aspect corpusculaire, et qu'une onde de
fréquence v se compose de particules d’énergie £ = hv = hw et d’impulsion p'= hE,
avec E = c|p]. L'existence d’une impulsion p = Rk est révélée par l'effet Compton
lors de la diffusion de la lumiére par les électrons.

De Broglie émet donc ’hypothése en 1924 que les particules comme 1’électron se
comportent aussi comme des ondes. Ainsi, une particule dans ’espace doit pouvoir, a
I’échelle microscopique, se décrire par une fonction d’onde. Par analogie, en I’absence
de toute interaction avec d’autres particules, cette fonction doit avoir, comme le
champ électromagnétique, la forme d’une onde plane :

b (7, 1) o ei(Fr=t) (3.1)

Comment relier les paramétres ket wa I’expérience macroscopique que nous
avons d'une telle particule, selon laquelle le mouvement de la particule est régi par
son énergie F et son impulsion p’ 7

Toujours par analogie, De Broglie suppose que F = hw et g = hk. Mais si les
"ondes de matiére" sont un concept pertinent pour des particules comme les élec-
trons, 'une des prédictions incontournables de cette approche est que les électrons
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doivent étre diffractés par des objets de petite taille, et qu’on doit observer des inter-
férences. Cette prédiction n’a été vérifice qu’en 1927 dans 'expérience de diffraction
par un cristal de Davisson et Germer, aprés la formalisation des idées de De Broglie
par Schrodinger.

3.2 L’Equation de Schrodinger

p2
- 2m
suggére que la dérivée par rapport au temps de la fonction 9 (7, t) ei(E7=t) qojit
étre reliée a la dérivée seconde de cette onde par rapport a la variable d’espace. Ces
remarques ont amené Schrodinger & postuler que la fonction d’onde d’une particule
dans le vide doit satisfaire I’équation

L’analogie £ = hw, p'= Ak et la relation classique pour une particule libre £ =

81/) B h? .
8t (r,t) = —%Aw (7,t) (3.2)
En effet,
zha¢ = ih(—iw) Y = hwt)
h2 a h2 h2k,2 (33)
et Ay = ——V zEw = W)
2m 2m

En remplacant hAw pau"2 E et hk par p, cette équation est bien compatible avec la

relation classique E' = 2—
m”°

Cette équation différentielle n’est pas la seule qui conduise & cette relation, mais
c’est la plus simple pour plusieurs raisons :

— Elle est linéaire en fonction du temps, et la donnée de la fonction d’onde & un

instant donné suffit pour la connaitre a tout instant ultérieur.

— Elle est globalement linéaire, ce qui permet de discuter la diffraction en termes

de superposition d’ondes.

Le véritable tour de force de Schréodinger a été de généraliser cette équation au cas
d’une particule se déplagant dans un potentiel V' (7). Par des raisonnements que nous
reproduirons plus tard lors de I’étude des liens entre la mécanique quantique et la
mécanique classique, il a démontré que la mécanique classique était a la mécanique
quantique ce que l'optique géométrique est a 'optique ondulatoire si la fonction
d’onde satisfaisait 1’équation :

O 12

(7, 0) = =5 A (70) + V (716 (7, ) (3.4)

Cette équation, connue sous le nom d’équation de Schridinger dépendante du
temps, est la base de la théorie la plus utilisée pour décrire le mouvement des par-
ticules matérielles telles que I’électron dans un potentiel extérieur.
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En général, les solutions ne sont pas des ondes planes. Ce n’est le cas que loca-
lement dans des portions de ’espace ou le potentiel est constant. Par contre, si le
potentiel est indépendant du temps, on peut chercher des solutions de la forme

W (7 t) = W (F) e "ht (3.5)

car I’équation différentielle est & variables séparables®. De telles solutions s’appellent
des solutions stationnaires : la fonction d’onde ne change que par un facteur de phase
au cours du temps. La partie spatiale de la fonction d’onde satisfait alors I’équation

2
—é%AW+V@:E@ (3.6)

C’est l’équation de Schridinger indépendante du temps.

Le premier grand succés de Schrodinger a été de démontrer que les solutions
stationnaires de 'atome d’hydrogéne et de l'oscillateur harmonique n’existaient
que pour des valeurs quantifiées de I'énergie et que ces valeurs correspondaient
exactement aux regles de Bohr-Sommerfeld pour I'atome d’hydrogéne et au résultat
de Heisenberg pour l'oscillateur harmonique. C’est un résultat hautement non trivial
dans la mesure ou, contrairement a la démarche de Heisenberg, la théorie n’a pas
été construite explicitement pour obtenir ce résultat. Nous allons maintenant le
démontrer pour l'oscillateur harmonique.

3.3 L’Oscillateur Harmonique :
Equation de Schrodinger

Dans ce paragraphe, nous nous proposons donc de déterminer les solutions sta-
tionnaires de l'oscillateur harmonique. D’aprés ce qui précéde, elles sont solutions
de I’équation :

2% = Eib (3.7)

Il ne s’agit pas d’une équation linéaire standard car le coefficient de ¢ dépend de x.

1. En utilisant I’ Ansatz ¢ (7,t) = ¥ (7)-x (¢), Péquation 3.5 se réécrit ih%—f% = —% S+V =F

ou la derniére égalité vient du fait que les deux membres de 1’équation dépendent de variables
distinctes.
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Solution

Pour simplifier, on introduit la notation ¢ = /%, et on pose

v (q) = (x)

dyp dedq  [mwde

dr  dgdr  \ h dg (3.8)
*Y  mwdPp

dz?2  h dg¢?

L’équation différentielle s’écrit

R mwd*e 1,5, h
- T 3+ = — =F
2m h dg? + g d mw(p(q) #4)

2 dg? 2
= ——T = :
i +taela) = 1-v ()
d2
soit dqf + ()\ — q2) ©(q) =0
ollon a posé A = % Lorsque ¢ — oo, ’équation différentielle est approximativement

donnée par

d*p
— =~ q"p(q)
q

d (3.10)

A ce stade, Schrédinger émet 'hypothése que la solution doit étre bornée et que
. 1 .
seul le comportement asymptotique e~ 29" est acceptable. Cherchons donc la solution
sous la forme

1.2

¢ (q) =H(q)e 2

d(p_dH _142 —142

dqg d—qe 2T+ H(q)(—q)e > (3.11)

d? d’H _, dH 1 1

—dqf e e+ 23 &9 e — H(g)e >" +¢*H (q) e 2"

L’équation différentielle en H s’écrit donc :

d*H dH
— —2¢—+AN=1)H=0 3.12
-+ (A=) (312)
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Cherchons la solution sous la forme d'un développement en série :

H(q) = Zajqj (3.13)

J=0

11 vient :
dH & X , .
Jo = Y oaiid ™ =Y ain G+ 1) ¢
T 53 =0
PH R .
T doain G+ 1) =) aje((+2)(+1Dd
j=1 Jj=0
dH & @ = .
0o =D aid =) i (3.14)
q j=1 §=0
+00 ‘
= ) (2 (i +2) G+ 1) =205+ (A= Daj]¢ =0
7=0
27+ (1=X)

= . — .
TG G+

Supposons 2j + 1 — X # 0 Vj, et étudions le comportement asymptotique des solu-
tions. Comme V (g) o< ¢? est pair, on peut chercher des solutions paires ou impaires.

Solutions paires :

H(q) = Z@j g
J

4]-3—)\ A2,

Mais ag9; = ag;_o———— x —= pour j grand
VT2 -1)
1
anj = (3.15)
g!

; 2
= E&qu2j2€q
J

= o(g) x ex?

D’apreés 'hypothese selon laquelle les solutions doivent étre bornées, cette solution
doit étre rejetée.
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Solutions impaires :

H(q) = Z A2j+1 g
J
4]—2+1—)\ A25—1

TR @)
1 (3.16)

= Qgj41 = =
jl

2j+1 2
= E agj41 97" ~ qe?
J

pour j impair

= ¢(g) x ge>”
Cette solution doit aussi étre rejetée.
Conclusion : il doit exister un entier n tel que 2n + 1 — A = 0, soit
A=2n+1 (3.17)

Dans ce cas, la relation de récurrence sur les coefficients s’écrit :

2(j—n)

Ajyo = Qj— 4 (3.18)
TG+ +2)
Solutions paires : n pair, a; = 0 si j impair et ap192 = apya = ... =0
Solutions impaires : n impair, a; = 0 si j pair et @49 = ap4a = ... =0
Les solutions H (¢q) sont donc des polyndmes.
Récapitulation
Les énergies propres sont fixées par la condition A=2n+1, n=0,1,...
1
= |F={(n+ 3 hw (3.19)

Les fonctions propres associées sont des fonctions du type H (q) e~27 avec

H, () = ag + asq® + -+ a,q"  sin pair

" a1q + azq® + -+ a,q® sin impair (3.20)
2(—n)

TG+ G +2)

avec Ao = a
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Les polynomes H,, (q) sont appelés polynémes de Hermite.

On retrouve donc exactement les mémes énergies que celles obtenues par Heisen-
berg, y compris la constante % !

Le fondamental du probléme original a donc pour fonction d’onde

mw .2

o (z) oce” " (3.21)

Cette fonction est non dégénérée, de méme que les états excités : pour n donné, on
peut construire un et un seul polynéme de Hermite.

3.4 Lien avec la Quantification Canonique :

NB : Il sera utile de lire d’abord 'appendice A.2.

Commengons par le cas de I’équation de Schrodinger a une dimension. Si I'on se
restreint aux fonctions d’onde de carré sommable, on peut considérer les fonctions
d’onde comme les éléments d'un espace de Hilbert (voir annexe A). Dans cet espace,
définissons les opérateurs :

T (x,t) — wp(z,t)
3.22
p:o(z,t) — —ihg—i (x,t) ( )

Schrodinger a fait les remarques suivantes :
1. [z,p] =ik

Démonstration :

[Z,p] ¢ = &pp — Pl
... 0 L. 0
— & (—ih) 55 — (=ih) = ()
ox ox
Cee oy (3.23)
= —zﬁxa—x +1h (ma—m + <P)
= thyp

2. & est hermitique.

Démonstration :

(lat) = ((lle))”
_ ( [ @ @) dx)

—+00

= ¥ (z) wp" (x) da

= (plz[y)

(3.24)
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3. p est hermitique.

Démonstration :
+00 ) *
(plpl) = (—z’h V@) a—idl“)

+o0 *
—ih | () 850 dx

oo x (3.25)
_ . too a'l/) * . * oo
= —ih 52¢ dz + ih [V (z) ¢ (x)}—oo

o O ~ 4
=0

= (¢[pl¥)

en intégrant par parties et en tenant compte du fait que des fonctions de carré
sommable s’annulent & l'infini.

4. L’équation de Schrodinger indépendante du temps s’écrit :

Hp=FEyp
42 3.26)
p ) (
H=-—+V
avec 5 +V(2)
Démonstration :
ﬁQ 1 ( . )2 d2g0 h2 dzgo
_— = — | —1 _— —
om” " 2m dx? 2m dx? (3.27)

V(z)p=V(z)ep
Conclusion : on trouve la méme solution parce que l'on résout le méme probléme
dans un autre langage.
La généralisation a trois dimensions se fait en définissant les opérateurs
Ti o p (Fyt) ¥ 2 (7, 1)
it (Fot) — —mgz (7, 1) (3.28)

avec T = (x1, T2, T3)

Ils satisfont les régles de commutation

(3.29)

Avec ces opérateurs, I’équation de Schrédinger indépendante du temps en trois
dimensions s’écrit :

<Z 2pm +V (@, 93"2,:?73)) p () = Ep (7) (3.30)

C’est bien la méme forme qu’avec les régles de la quantification canonique.
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Evolution temporelle :

Dans le cadre de la quantification canonique, ce sont les opérateurs qui évo-
luent. Pour un opérateur ne dépendant pas explicitement du temps, 1’évolution est
régie par

dA 1
—=—AH
dt z'h[’ ]

C’est le point de vue de Heisenberyg.

(3.31)

Dans le cadre de la mécanique ondulatoire, ce sont les vecteurs qui évoluent :

o

ih— - (7.t) = H (7. 1) (3.32)

C’est le point de vue de Schrédinger.

Ces deux points de vue apparemment trés différents conduisent en fait a la méme
évolution temporelle pour les valeurs moyennes. Considérons en effet un systéme
décrit par une fonction d’onde 1 (7) a U'instant initial, et déterminons ’évolution
temporelle de

(4) = (¢[Al) (3.33)

d’apres les deux points de vue.
Selon Heisenberg, on a :

M w1 %y

- <¢|.— (4, H]Jv)
= (9] AH|Y) — (9] HAY)
= WAL ) + (lAI)

(3.34)

D’aprés Schrodinger, on a :

d(A) 0 o
T <§|AW> + <¢|A\§>

(oAl + ALY (339)

Les deux points de vue sont donc équivalents si I’on se contente de considérer les
valeurs moyennes d’opérateurs. Comme nous le verrons par la suite, ce sont bien
les valeurs moyennes d’observables qui contiennent ’information physique.

Remarque : I'existence de deux formalismes peut sembler superflue dans la mesure
ot ils sont équivalents. En réalité, les deux approches sont souvent complémentaires.

Reprenons 'exemple de 'oscillateur harmonique. Dans le cadre du formalisme de
la quantification canonique, l'existence d’un fondamental unique est une hypotheése,
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alors que dans le cadre de I’équation de Schrodinger, c’est un résultat. Mais 1'ap-
proche de Schrédinger est complétée de fagon trés utile par le formalisme algébrique.
Essayons en effet de construire des états propres de norme 1. Pour le fondamental,
c’est assez simple. Nous savons en effet qu’il est de la forme

mw2

@o (T) oce 2n” (3.36)
Mais 2,
+00
bt g 2T 3.37
/_OO e 2% dx 1 ( )
Ainsi,
/+°° _me 2 \/27rh wh
oo 2mw
(3.38)

mw i _mwx2
= | = (5)

Pour les états excités, c’est a priori assez compliqué. Il faut construire le polynome
de Hermite correspondant, puis calculer le produit scalaire pour déterminer la norme,
ce qui implique plusieurs intégrales. Le formalisme canonique offre une approche
beaucoup plus simple. A partir de |pg), on obtient un état normalisé en appliquant

). 0

af = sy 1 . [T ] B9 (3.39)
—V 2h \/Qmwhp —V 2h 2mw Ox '

L’application successive de cet opérateur conduit directement aux états propres
normalisés aprés division par vn!.

sunplement

3.5 Interprétation de la Fonction d’Onde

C’est I’analyse minutieuse des expériences de diffraction qui a conduit a la formu-
lation couramment acceptée de l'interprétation de la fonction d’onde et au-dela, de
la mécanique quantique.

La prédiction de De Broglie a donc été vérifiée : les électrons sont diffractés par

un cristal, exactement comme des ondes électromagnétiques (rayons X). Sans ren-
trer dans les détails, si on envoie un faisceau d’électrons sur un cristal, on observe

2. Voir annexe B sur les intégrales gaussiennes.



3.5 Interprétation de la Fonction d’Onde 27

des intensités différentes suivant les directions d’observation, exactement comme en
optique?.

La premiére observation, c’est que la répartition de l'intensité correspond a ce
que I’équation de Schrodinger prédit pour ¢ ('F‘)|2 si 'on résout cette équation en
présence des potentiels créés par les atomes, et qu’on calcule [¢ ('F)|2 pour les points
7 situés sur I'écran ot I'on collecte les électrons. Ce calcul n’est pas simple et sera
fait plus tard dans le cours. Pour 'instant, il nous suffit de savoir que l'intensité est
proportionnelle & | (7)),

On pourrait étre tenté d’en déduire qu’un électron est donc une onde, ¢’est-a-dire
qu’il a une extension spatiale, et qu’il est diffracté par le cristal. Autrement dit, on
pourrait penser qu’un seul électron suffit & produire une image de diffraction.

Cette conclusion est contraire a l'expérience. Pour autant qu’on puisse le dire,
un seul électron produit un impact ponctuel sur I’écran.

Mais alors, d’ou vient la figure d’interférences? Elle apparait lorsqu’on envoie les
électrons les uns aprés les autres (voir la figure 3.1) comme une répartition statistique
des impacts qui, lorsqu’un grand nombre d’électrons est passé, produit une figure
d’interférence en accord avec [t (7)|°. Cette observation est d’autant plus curieuse

FIGURE 3.1 — Exemple de formation d’une figure d’interférences par des électrons.

que cela reste vrai méme si 'on s’efforce au maximum de préparer les électrons
exactement de la méme facon. En mécanique classique, si 'on connait exactement
la position et la vitesse d’une particule, on peut prédire avec certitude ou elle va
aller. En mécanique quantique, ce n’est pas le cas. Si on connait la fonction d’onde
avec précision, on peut prévoir avec certitude son évolution, mais cette connaissance
parfaite de la fonction d’onde ne permet pas de prévoir ou se trouve la particule :
lorsqu’on la détecte, on peut la trouver a plusieurs endroits.

La seule interprétation "simple" de ce phénoméne consiste a adopter un point
de vue probabiliste : si une particule est décrite par une fonction d’onde ¥ (7),

3. La premiére expérience vérifiant la diffraction des électrons est due & Davisson et Germer
(1927). Un faisceau d’électrons est envoyé sur un monocristal de Nickel. On observe que les direc-
tions privilégiées dans lesquelles on regoit des électrons sont celles qui satisfont a la condition de
Bragg : nA = 2dsinf ou A est la longueur d’onde du rayonnement incident, d la distance séparant
deux plans d’atomes de Nickel et # I’angle d’incidence du rayonnement par rapport & ces plans.
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la probabilité de la trouver au point 7 est égale a |¢ (7)|°. Plus précisément, la
probabilité de la trouver dans un élément de volume d7 autour de 7 est | (7)|* d7.

Cette interprétation, qui suppose 'abandon d’une certaine forme de déterminisme,
n’a pas été acceptée facilement. Des chercheurs aussi éminents qu’Einstein n’y ont
jamais cru. Mais ses prédictions n’ont & ce jour jamais été mises en défaut.

Pour que cette interprétation ait un sens, il faut que | (F)\z puisse étre considérée
comme une probabilité, et donc qu’elle satisfasse certaines propriétés :
— La probabilité de trouver la particule n’importe ot dans l’espace doit étre égale
al.
[ w@rar= (3.40)
R3

— Elle doit étre conservée au cours du temps, ce qui suppose que 1’on puisse écrire

I’équation de continuité
a v ()|

ot
pour un champ vectoriel ; a déterminer.

La premiére propriété est une hypothése qu’il faut rajouter a ’équation de Schro-
dinger. C’est pour la satisfaire qu'on travaille avec des fonctions d’onde de carré
sommable lorsqu’on veut décrire une particule. On peut remarquer que c’est cette
condition qui a conduit au spectre de I'oscillateur harmonique. En effet, les fonctions
qui se comporte comme o’ (ov > 0) pour z grand ne sont pas de carré sommable.

+divy =0 (3.41)

La deuxiéme propriété est une conséquence de I’équation de Schrodinger. En effet,

2
DA Ly NV
8?;* 2h2 (3.42)
—ih—— o = ——Aw + Vy*

Multiplions la premiére équation par ¢*, la deuxiéme par v, et faisons la différence.
Il vient

* 2 2
h( O ai) I A+ VP At VP
m 2m

a o
- ay - pan)
N agi\ +2—v(w Vi - V) =0 (3.43)
oo

= h * T = %
avec j =g ¢V¢—¢V¢>

ou fest souvent appelé densité de courant de probabilité*.

- 2

4. On remarque que j peut se réécrire ; = Re (w*%ﬁw) En identifiant % = £, ; cor-
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3.6 Eléments de Théorie de la Mesure

Cette interprétation se base sur la fonction d’onde. Comment la transposer a la
formulation en termes d’espace de Hilbert et d’opérateurs ?

La remarque fondamentale repose sur le résultat suivant. Si 'on appelle |¢) le
vecteur que représente la fonction d’onde ¢ () d’une particule se déplagant a une
dimension, et si 'on appelle |zg) le vecteur propre de 'opérateur & de valeur propre
xp, alors

¥ (o) = (zo|t)) (3.44)

Nous donnerons ultérieurement une démonstration rigoureuse de ce résultat, ainsi
que de sa généralisation a 3 dimensions. Pour 'instant, nous nous contenterons des
remarques suivantes.

L’opérateur & : ¢ — z¢ a donc des vecteurs propres définis par

i‘(pfﬂo = xO‘P:co
soit @, = ToPa, (3.45)
= @, =0 siz#ux

Mais une fonction qui est nulle partout sauf en un point n’est pas satisfaisante :
son intégrale avec n’importe quelle fonction est nulle.

Pour remédier a ce probléme, on peut introduire ¢, () = lim,_o go;%) (x) avec

(@) {0 six ¢ [xo—%,xo—i-%}

SOIOZ 1 : a a
5 S1 T € [1'0—5,1'04'5}

N (3.46)
/ pldr =1 (Ya), et limplt) (z) = 0si 2 # .

o0

La limite de ces fonctions n’est pas elle-méme une fonction. On lappelle § (z — xp).
Pour les mathématiciens, c’est une distribution. Pour les physiciens, une "fonction
0 de Dirac" car c’est lui qui introduisit pour la premiére fois de tels objets.

En réalité, que ce ne soit pas une fonction n’a pas d’importance. La seule chose
qui compte, c¢’est qu’elle permette de définir un produit scalaire, c’est-a-dire une
intégrale. Or, on vérifie simplement que c’est le cas :

[ @ = e (3.47)

o0

En effet,
+oo 1 [®ot3
/ gpgf))f (x)dx = - / f(z)dz (3.48)

a _a
o0 0 )

respond bien au produit de la vitesse par la densité (de probabilité), comme par exemple en
électromagnétisme ou la densité de courant électrique s’écrit j = pt' avec p la densité de charges
et U la vitesse de ces charges.



30 La Mécanique Ondulatoire

Faisons un développement de Taylor de f(x) autour de xq :

f(@) = f(xo) + (x = m0) f'(x0) + . ..

1 :co-‘r%
= - / f (@) dx = f(zp) + Ofa) (3.49)
+oo
N (111—>n% _ gog(l))f (x)dx = f(xo)

Revenons a l'interprétation de la fonction d’onde. Traduite en terme d’opérateur,
elle signifie que la probabilité de mesurer la valeur propre x de l'opérateur & est
égale a |(x]1h)]?, o |x) est le vecteur propre de # associé a x. En effet, on a bien
(wolyh) = fi:“x — o) ¥ (2) dz = ¥ ().

Cette propriété a été logiquement étendue a toutes les observables : si I’'on mesure
une quantité physique correspondant & une observable A, on ne peut trouver qu’une
valeur propre de A, et la probabilité de trouver cette valeur propre est égale a
[{0a|t))[?, 0l |pa) est le vecteur propre associé a la valeur propre a.

Enfin, lorsqu’on a détecté la particule en xg, on est str qu’elle est en xg, donc
décrite par la fonction d’onde § (x — ), ou de maniére équivalente par le vecteur
|zg). Cette propriété a été également étendue aux autres observables : aprés la mesure
d’une observable A, si I'on a détecté la valeur propre a, le systéme est dans 1’état
associé |, ).



Chapitre 4

Formulation Générale de la
Mécanique Quantique

4.1 Introduction

L’équivalence entre la théorie des matrices de Heisenberg et la mécanique on-
dulatoire de Schrédinger a conduit Dirac a proposer une formulation générale de la
mécanique quantique qui ne repose pas explicitement sur telle ou telle représentation
de l'espace de Hilbert et des observables. Cette formulation repose sur un certain
nombre de postulats. Alors que le contenu des postulats est essentiellement le méme
pour tous les auteurs, le découpage varie d’'un auteur a l'autre. Dans ce qui suit,
nous adoptons une formulation basée sur quatre postulats. Ils sont la généralisation
naturelle des notions rencontrées précédemment pour le mouvement d’une particule,
mais ils s’appliquent a tous les autres degrés de liberté, comme le spin. Bien que ces
postulats soient & peu prés universellement acceptés comme point de départ, il faut
néanmoins noter qu’il existe d’autres hypothéses conduisant a la méme théorie. En
particulier, il existe une autre formulation en termes d“ntégrales de chemin due a
Feynman (1948) qui est au départ complétement différente. Elle permet néanmoins
de retrouver I’équation de Schrodinger, et si elle est manifestement peu adaptée aux
problémes d’états liés, elle donne un éclairage trés intéressant sur les interférences et
sur la limite classique de la mécanique quantique. Elle constitue par ailleurs 'outil
le plus adapté pour la quantification des champs relativistes.

4.2 Les Postulats

Postulat 1

L’état d'un systéme est défini par un vecteur dans un espace de Hilbert appelé
vecteur d’état.
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Commentaire : Ce premier postulat implique en particulier que toute combinaison
linéaire d’états est un état possible. Cette propriété est parfois appelée "principe de
superposition".

Postulat 2

Toute grandeur physique est représentée par un opérateur hermitique dans I'es-
pace de Hilbert appelé observable.

Commentaire : L’hermiticité garantit que les valeurs propres sont réelles.

Postulat 3

a) La mesure d’une grandeur physique représentée par ’observable A ne peut
fournir que 'une des valeurs propres de A.

b) La probabilité de trouver la valeur propre a,, associée au vecteur propre |p,,)
de A est donné par

(pml)[? (4.1)

ot [1) est le vecteur d’état supposé normalisé du systéme.
c¢) Si la mesure de 'observable A donne la valeur propre a,, associé au vecteur
propre |on,), le systéme est dans I'état |¢,,) aprés la mesure.

Commentaires :

1. Sila valeur propre a,, est dégénérée et si I'on note |<p£,?), e |<p£f;)) les vecteurs
propres associés, la probabilité de trouver a,, est donnée par

P (42)

et juste aprés la mesure, le systéme est dans D'état Z:Zl(<p%)|¢)|g0£,?> avec

- (=L

2. Ce postulat est de loin le plus problématique. En particulier, la notion de me-
sure suppose implicitement qu’on fait référence & un objet classique. Mais
la mécanique quantique contient en principe la mécanique classique comme
cas limite quand h — 0, et tous les objets sont essentiellement quantiques.
L’impossibilité de poser les postulats de la mécanique quantique sans faire ré-
férence a des objets (appelés appareils de mesure) qui ne le sont pas n’est pas
tout & fait satisfaisante, et de nombreuses tentatives ont été faites pour remé-
dier a ce probléeme. La difficulté essentielle est de rendre compte de ’évolution

: 2\ 2
<<p$,?|¢)‘ ) pour que I’état soit normalisé.
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brutale du vecteur d’état (appelée réduction du paquet d’onde) sur la base de
I’évolution unitaire contenue dans le 4° postulat. L’idée la plus naturelle est
de décrire ’ensemble du systéme et de I'appareil de mesure comme un objet
quantique. Dans ce contexte, la réduction du paquet d’onde apparait comme
une évolution extrémement rapide due & une perte de cohérence du systéme
(décohérence) du fait de son interaction avec ’environnement. Des questions
restent néanmoins en suspens, et ce point de vue ne fait pas 'unanimité.

Postulat 4

L’évolution dans le temps du vecteur d’état est régie par I’équation de Schro-
dinger

L d -
i () = H(Blw() (4.3)
ot H est Pobservable associée a I’énergie.

Commentaire : C’est le point de vue de Schrodinger. On peut de fagon équivalente
faire évoluer les opérateurs. Nous y reviendrons par la suite.

Commentaire général

Ces postulats s’appliquent a tous les degrés de liberté, méme ceux qui, comme le
spin, n’ont pas d’équivalent classique (voir Chapitre 7). Pour les mettre en oeuvre,
il faut définir I'espace de Hilbert, I’hamiltonien et les observables. Dans le cas du
mouvement d’une particule & une dimension, cela se fait en introduisant

L?(R) = {gp(x) :R — C tels que /_ h lp(2)]? da < —l—oo}

¢ plx) — () o
. L O0p

prgp(x) — —ihg

A

H = HClassique (ZIZ' = iap = ﬁ)

Enfin, pour bien comprendre les différences entre mécanique classique et mécanique
quantique, il est instructif de comparer leurs postulats (voir le tableau 4.1).
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Comparaison Mécanique Classique/Quantique

Mécanique Classique

Mécanique Quantique

L’état d'un systéme est défini par deux
fonctions x(t) et p(t).

L’état d'un systéme est défini par un
vecteur |p(t)) d’un espace de Hilbert.

Les variables dynamiques sont des fonc-
tions de z(t) et p(t) : A (z(t), p(t)).

Les quantités physiques sont des opé-
rateurs hermitiques A qui ont la méme
expression en T et p que dans le cas
classique, mais = et p sont eux-mémes
des opérateurs qui vérifient [z, p] = ih

Si le systéme est dans 'état défini par
x et p, la mesure de la variable dyna-
mique A donne le résultat A (x(t), p(t)),
et I'état du systéme reste inchangé.

On ne peut mesurer que les valeurs
propres de A. La probabilité de trou-
ver a est |{pa¥)]” si Alpa) = alpa).
Le systéme est dans ’état |p,) apres la
mesure.

L’évolution est décrite par les équations
de Hamilton :

L _on
=
.o _of
o= ozr

L’évolution est décrite par I’équation de
Schrodinger

L d 3
th—[¥(1)) = Hlu (1))

est associé &

H ((t), p(t)).

I'opérateur

TABLE 4.1 — Comparaison des postulats de la mécanique quantique avec leurs équi-

valents classiques.
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4.3 Valeur Moyenne et Relation d’Incertitude

NB : Il sera utile de lire d’abord la fin de I'appendice A.3.

Lorsqu’on mesure une observable A dans un état |1}, la probabilité de trouver
une valeur propre a,, associée au vecteur propre @) est pm = [{(@m|t)[.

Supposons que 1'on fasse plusieurs mesures sur un systéme qu’on a préparé dans
le méme état [¢)). Les mesures successives définissent une distribution de valeurs
caractérisée par les grandeurs habituelles :

1. Valeur moyenne : a = ) . p;a;

2. Variance : 02 = 3, pi (a; — @)’

3. Ecart type : 0 = Vo2 = \/lel (a; — @)

Traduisons ces caractéristiques de la distribution dans le langage de la mécanique
quantique :

1.

a

meam = Zam |<90m|w>|2 = Zam<¢m|¢><w|¢M>

Mais A= an|@m)(@nl

= |a=(Y|Aj)

(¢|A|¢> est donc la valeur moyenne que ’on trouve lors de la mesure répétée

de l'observable A dans I'état [¢)).

2. La variance peut se réécrire :
0'2 = Zpl (af — 2aid + d2)
i
= Zpia? - Q@Zpiai +a’ Zpi

= sz'a? —2a* + @ (4.6)

2
= Zpia? - (Z pﬂi)

Or, meagn = Z a$n<¢m‘w><¢“)0m>

Mais  Algm) = dm|@m) (4.7)

= A2|90m> = amA“Pfﬂ) = a?n“ﬁfﬂ)
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Les valeurs propres de A? sont les carrés des valeurs propres de A, et les
vecteurs propres sont les mémes. Du coup,

A? = Za3n|90m><90m|
et o® = (P|A%y) — (Y[ Aly)?

(4.8)

3. On en déduit que 'écart type est donné par : o = \/<¢\A2\1p> — (1| AJg)?
En mécanique quantique, cet écart type est noté

Adyyy = /(w1 42)p) — (] Aly)? (4.9)

D’aprés le 3¢ postulat, si 'on a trouvé a,, (supposée non dégénérée) lors de la
mesure de A, le systéme est dans l'état |p,,) aprés la mesure, et une deuxiéme
mesure donnera a,, avec une probabilité égale a 1. Cette certitude se traduit par le
fait que

A,y =0 (4.10)

ce que 'on peut aisément vérifier :
<90m‘1212‘90m> = <90m|90m> = a <90m‘A“Pm> (4.11)

Considérons maintenant deux observables A et B. Si elles commutent, on peut les
diagonaliser dans une base commune. On peut donc préparer le systéme dans un
état propre commun et trouver avec certitude une valeur propre de A lors de la
mesure de A et une valeur propre de B lors de la mesure de B.

Mais si A et B ne commutent pas, on ne peut pas trouver de base commune, et il
est en général impossible de préparer le systéme dans des états avec une précision
arbitrairement grande sur la prédiction de A et B. Cette impossibilité se traduit par
la relation d’incertitude généralisée :

AAyAByy,) >

I [A,B] 1) (4.12)

N —

Démonstration : On remarque d’abord que VA, B hermitiques (V| [ } |) est

imaginaire pur. En effet,

~

MB} Qw A@-fmm A@HJM—AB:—Mﬁ}

oot (4.13)
= (I [A,B] [v) = @l [4.B] 1) = —(wl [4, B] )
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On définit les opérateurs hermitiques

Ao = A= (Wldly)1 (4.14)
By = B — (¢|B[y)1
qui satisfont
(WIAZ]) = (| A%[y) — 2(|A) (W[ Aly) + (| Aly)® = AA?,
[AO,BO] — [A,B} (4.15)
Al = A,
et on considére
N ~ 2
= (Ao —irgo) 1) 20 o)
Mais  f()\) = (&] (Ao + MBO) (AO - MBO) )
soit  F(N) = (W[ AZ[u) + X2(| BEw) — iA(w| Ao Bolw) + iMw| Bodolyp)  (416)

(WIAZ0) + N (@IBF) + A (=il Ao, By )

J

-~

eRr

Pour que ce polynéme du second degré soit positif VA, il faut qu’il n’ait pas de racine
réelle (parabole au-dessus de 'axe \), donc que son discriminant soit négatif :

A = (=itl [Ao, Bo] 13) — 4131 1 B3l < 0
= (W) — wlAY) (wIB) - @IBwY?) > 1 |wl [4,B] v

= AAW)A&@ > % ‘<¢‘ [Aa B} |¢>‘

(4.17)

‘ 2

Il est donc impossible de mesurer simultanément est avec une précision arbitraire
deux observables qui ne commutent pas.

4.4 Evolution temporelle : Schrodinger, Heisenberg
et Ehrenfest

NB : Il sera utile de lire d’abord 'appendice A.4.

Nous avons déja vu que I'évolution temporelle d’'une valeur moyenne a partir d’un
instant de référence t = 0 pouvait indifféremment étre décrite par I’équation de
Schrodinger, d’aprés laquelle les états évoluent selon :

() = HOW(D) (4.18)
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ol par une équation d’évolution pour les opérateurs analogue a I’évolution temporelle
des variables dynamiques en mécanique classique :

dAy 1 7. 0A
S — Ay, )+ (S .

dt zh[H H+<8t)H (4.19)
Cette équivalence s’étend au processus de mesure lui-méme tel qu’il est décrit par le

postulat 3. Pour le voir, commencons par introduire un concept trés utile, ['opérateur
d’évolution.

L’Opérateur d’Evolution

L’équation de Schrédinger est une équation différentielle du premier ordre par
rapport au temps. Du coup, si on connait ’état du systéme a un instant donné, par
exemple t = ty, on le connait & tout instant. Ceci permet d’introduire un opérateur
décrivant 1’évolution du systéme au cours du temps.

Définition : L’opérateur d’évolution est défini par

W) = Ut t)[(t) (4.20)

Propriétés :
1. 1l satisfait ’équation différentielle

. J - A 3 2 /
i U(t1) = HOU(t,1) (4.21)

Démonstration : D’apreés I’équation de Schrodinger, on a :
L d
(D) = HOW()

= S (00 e)) = HODEWE) (4.22)

i (T W) = AOUEO)

Mais cette équation est vraie quel que soit [1)(t')). Les deux opérateurs sont
donc égaux.

N

2. U(t,t') est inversible.

Démonstration : On a en effet

Ut )U(t, t)(1))

Ut )t = () (4.23)

De méme, on a :

(', Ut ) ()
On en déduit que :

Ut )l (t) = v (1) (4.24)

Ut t)=U(t, )" (4.25)
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3. U(t,t) est unitaire.

Démonstration : Considérons le produit Ut (¢, #)U(t, ') :

0 U (t, ') - 5 AU (t, ')
]L / T ! )
= (U (t, U (t, t)) U ) + U ) T
aU(t,t/) . 1 il ~ / 4 26
Or, o =AU (4.26)
Ut t) 1oy oy
= — = == U L)H()
Ainsi, on a :

m% (UT(t, 0 (¢, t’)) = U O HOU ) + U OHOU-Y) =0
) ) (4.27)
Mais U(t,t) = 1= U'(t,t) par définition. Ainsi,

Utt,t)U(t,t) =1
% (UT(t,t’)U(t,t’)) =0

Comme l'opérateur d’évolution est inversible, on en déduit qu’il est unitaire. Il est
néanmoins instructif de démontrer directement que I'on a également

= U0 t)=1 vt (4.28)

U, UM, ) =1 Vit (4.29)
Pour cela, revenons a la définition de l'opérateur d’évolution :
[4(8)) = U(t, ) |w(t) (4.30)
et dérivons cette équation par rapport a ¢’. Il vient :
ou (t, ) dy(t)) _
o) + U ) T =0
aU(t t') -
= o [(t)) = =U(t, ) H({E) (1) (4.31)

On en déduit que les dérivées par rapport a t' de U (t,t) et U T(¢,t') sont données
par :

. 8U(t7t,) - 2 N LT (4!
=t = O )
o o
m% — B ) (4.32)

Du coup, il vient :

m% (U0 (1, 4)) = =0 ) AE)TH @) + U ¢ HE)TT (1) = 0 (4.33)

ce qui implique, puisque U(t,t) =1= (Aﬁ(t,t), que U(t,t’)UT(t,t’) =1 vt t.
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Point de vue de Heisenberg

On s’intéresse a I’évolution d’un systéme a partir d’'un instant de référence t.
En terme d’opérateur d’évolution, le point de vue de Heisenberg est résumé dans la
proposition suivante :

Proposition : La solution de I’équation différentielle

dACZ ®) _ % [AH(t), ﬁH@)} n <%>H (4.34)

est
Ag(t) = Ul (t, to) AU (t, to) avec Hy(t) = Ut (¢, to)H(H)U(t, to) (4.35)

Démonstration :

d?f = aUT(;’ tO)A(t)U(t,to) + UT(t,to)%U(t,to) + AT(t,tO)A(t)%
= —%UT (t.to)H () AU (L, to) + U'(t, to)fl(t)%f[(t)ﬁ(t, to)
+U'(t, to)%—fﬁ(t, to)
= (“OT ) HOO 1) (1 10) AW 1 10))
+ % (UT(t,tO)A(t)U(t, tO)UT(t,to)ﬁ(t)U(t,to)) +UT(t, to)%—?ﬁ(t, to)

(4.36)

ou Pon a injecté U(t, to)UT(t, to) = 1 entre la 2° et la 3° égaliteé.

Mesure et évolution temporelle

Considérons une observable A ne dépendant pas explicitement du temps, et es-
sayons de calculer la probabilité de trouver a,, au temps ¢.

D’aprés Schrodinger, cette probabilité est donnée par :
. 2
[{oml @) = |(omlU (¢ o) [9(t0)) (4.37)

D’apreés Heisenberg, c’est ’'observable A qui évolue. Si on fait une mesure au temps
t, on ne peut trouver qu'une valeur propre de Ay(t). Il y a donc une difficulté : les



4.4 Evolution temporelle : Schrodinger, Heisenberg et Ehrenfest 41

valeurs propres de AH(t) sont-elles les mémes que celles de A? La réponse est oui,
une propriété qui découle de I'unitarité de U(t, ty).

En effet, supposons que A|gom) = Qpm|@m). Alors,

Au(®) (U1t to)lem)) = Ut 1) AT 0) 0 (1 ) )

~
1

= U4, to) o) (4.38)

= an (01t t0) o)

Ainsi toute valeur propre de A est aussi valeur propre de A 1 (1), et le vecteur propre
associé est UT(t,t0)|pm)-

La probabilité de mesurer a,, au temps ¢t est donc donnée, du point de vue de
. 2 . 2
Heisenberg par ap(t) = [(U7(t to)pml(t0))| = |(oml U (¢, to) (1))

Les points de vue de Heisenberg et de Schrodinger sont donc rigoureusement
équivalents vis-a-vis des postulats.

Cas Particulier : H Indépendant du Temps

Si I’hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, les choses se simplifient
considérablement.

Tout d’abord, il est possible de trouver une expression explicite de U (t,t"). En
effet, il satisfait I’équation différentielle 4.21. Mais quand H est indépendant du
temps la solution est donnée par :

U(t,t) = e HE=)/h (4.39)

En effet,

ih%U(t,t')zih <_ ;@ )6‘”{“‘”/%He—’H“—”/ﬁ:HU(t,t’) (4.40)

De plus, H u(t) = H. En effet, H commute avec lui-méme, donc avec son exponen-
tielle. Du coup,

Hy(t) = UM, O HU () = HU (L) TU () = H (4.41)
N— :
1

Dans ce cas, I’évolution temporelle d'un opérateur ne dépendant pas explicitement
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du temps s’écrit :

dAH B

1

7 (A0,

1 ~ A ~ A

— ( Ut(t, t0) AU (t, to) H — HU' (¢, tO)AU(t,t0)>

Zlh (4.42)
- = ( Ut (t,to)AHU (t, to) — U'(t, tO)HAU(t,t0)>

1 ~

—hU (t,t0) [ ] (t,t0)

Par ailleurs, si H est indépendant du temps, I’évolution s’écrit simplement en fonc-
tion des états stationnaires. Supposons en effet

Hlpn) = Enlen) (4.43)

ott les {|p,)} sont orthonormés et ot I'on a supposé le spectre discret pour simplifier
les notations, et posons

=2 calDlgn) (4.44)

L’équations de Schrodinger conduit a

d
i () = HIg(0)

DY %cn(t)\m =Y @Bl

n

Zﬁz —Cn Y omlen) = Z Cn(t) En(omlen)

n

4.45)
Cdenlt) (
ZhT = cn(t)En

Cm(t) = C(tg)e Emlt=to)/R

(1)) = D e e, (t) o)

n

L’opérateur d’évolution posséde de plus une représentation spectrale trés simple. En
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effet,

Hlpn) = Ep|on)
U(t,t,)‘ﬁpr) _ e_iH(t_t/)/h‘gOn> — e_iE"(t_t/)/h‘gOn)
U(t,8) Y lea) onl = D e M)

— (4.46)

=
=

= (Ut t) =) e Mg (o)

NB : Lorsque I’hamiltonien dépend explicitement du temps, I'expression U (t,t') =
e~ HE=)/R pest pas valable. Nous verrons dans le chapitre sur les perturbations dé-
pendantes du temps comment procéder dans ce cas.

Théoréme d’Ehrenfest

Si I'on prend la valeur moyenne dans un état |¢) quelconque de I’équation d’évo-
lution de Heisenberg d’une observable qui ne dépend pas explicitement du temps, il
vient :

@l An(l) = (@l [Au(0), Ba(t)] 10 (4.47)

Considérons le cas particulier d’'une particule décrite par I’hamiltonien

m (4.48)
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Ainsi,
d 1
—(z(t)) = —(p(t
80 = 00 "
L o(0) = (@)

Ces équations constituent le théoréme d’Ehrenfest : les valeurs moyennes satisfont
des équations semblables aux équations classiques de Hamilton (Newton). L’équiva-
lence n’est pas totale. En effet, (F'(Z)) # F((Z)) en général. C’est néanmoins le cas
pour l'oscillateur harmonique, comme on le vérifie aisément.

4.5 La Représentation {|p)}

NB : 1l sera utile de lire d’abord I'appendice A.5.

La représentation de Schrodinger est basée sur la fonction d’onde ¢(x) qui, en
termes de l'espace de Hilbert des états, est définie par

p(z) = (z|p) (4.50)

On peut de fagon tout-a-fait équivalente baser I’ensemble de la discussion sur la
fonction @(p) définie par

P(p) = (ple) (4.51)

C’est ce qu’on appelle la représentation {|p)}*. Cette représentation est intimement
lice a la transformée de Fourier ¢(p). En effet,

e—ipx/ﬁ
o) = i) = [ delpla)tel) = [T = o (F) @)

Dans cette représentation, les opérateurs z et p prennent une forme trés simple,
symétrique de la représentation {|x)}. En effet,

(plple) = (elp'p))" = (elblp))™ = (p(elp))” = piple) (4.53)

= |p:@(p) — po(p) (4.54)

1. Ce n’est rien d’autre qu'un changement de base de ’espace de Hilbert : au lieu de travailler
avec les vecteurs propres {|z)} de lopérateur &, on travaille avec les vecteurs propres {|p)} de
Popérateur p.
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De méme,

A

(plz]p) =

— [ dsin g plaale (4.55)

S a () — ma%wm

oll, & nouveau, on a utilisé [ dz|z)(xz| = 1. Par analogie avec le calcul fait pour le
commutateur de Z et p en représentation {|z)}, on a :

A

b, 3] = —ih = [3,p] =ih (4.56)
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Chapitre 5

Quelques Problémes Simples en
Dimension 1

5.1 Introduction

Alors que la méthode algébrique issue de la quantification canonique est beaucoup
plus simple pour l'oscillateur harmonique, comme nous I’avons vu, ou pour d’autres
problémes comme le potentiel central (nous le verrons dans le chapitre 6), le succés
de I'équation de Schrédinger tient en grande partie a ce qu’elle permet de résoudre
trés simplement des problémes ot le potentiel compliqué du systéme réel est rem-
placé par un potentiel effectif simplifié qui retient les caractéristiques essentielles
du probléme en autorisant néanmoins une solution analytique. Des modéles sim-
plifiés de ce type sont d’utilisation courante en physique du solide : le mouvement
des électrons dans des puits, des fils ou des boites quantiques est remarquablement
bien décrit en premiére approximation par des potentiels constants par morceau. La
solution de ces problémes repose sur la résolution de ’équation de Schrodinger dans
une région ou le potentiel est constant, et sur le raccordement des fonctions d’onde.
Ce raccordement se fait en respectant des régles qui découlent des singularités du
potentiel : discontinuité, potentiel infini, "fonction" d(x — xo).

Le point de départ est donc le mouvement de la particule libre.

5.2 La Particule Libre : Paquet d’Ondes

Le probléme de la particule libre est a la fois trivial et subtil. Il est trivial parce
que les fonctions propres de I'hamiltonien sont déja connues : ce sont des ondes
planes. En effet,

2 2

H =z P
plp) = plp) }H|p>—2m\p> (5.1)
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ou encore, dans le language de Schrédinger,

H ()__h_28_2 L ipesn
Ppit) = 2m Ox? \/27rh€
. 2
__m 1 <@) give/h (5.2)
2m/27h \ h
p2

= %gpp(:l?)

Mais il est subtil car les ondes planes ne sont pas de carré sommable. Elles ne peuvent
donc pas décrire une particule. En d’autres termes, il est impossible de trouver des
états stationnaires physiquement acceptables pour une particule libre!

La solution du probléme de la particule libre impose donc de revenir a 1’équation
de Schrodinger dépendante du temps, et de chercher des solutions non séparables.
Cela peut se faire de deux facons équivalentes mais toutes deux instructives.

(1) Le Paquet d’Ondes :

Puisque les ondes planes sont solutions de 1’équation de Schrodinger stationnaire,
elles conduisent a des solutions de I’équation de Schrédinger dépendante du temps

o, 3
’lha&p(!ﬁ,t) = H(pp("l%t) (53>
données par
ipx/h ]
o, t) = e/ (5.4)

\V2mh

Comme I'équation de Schrodinger dépendante du temps est linéaire, toute combi-
naison linéaire des @, (z,t) est aussi solution. Pour trouver une solution acceptable,
il suffit donc de construire ce qu’on appelle un paquet d’onde, ¢’est-a-dire une com-
binaison linéaire d’ondes planes de carré sommable :

ol t) = / dp F (Pl ) (5.5)
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Comme 'évolution est régie par un opérateur unitaire, il suffit de vérifier que cette
fonction est de norme 1 & ¢t = 0. Mais

eipx/ﬁ

vV 2rh

ot =0) = /dp )
= (ole) = /da: ()
6ip:v/h o /6—ip’m/h
=/da: /dpﬂp)%/dp o) o= (5.6)
_ /dp ) /dp/ 08— )
_ /dp FO)P?

On arrive au méme résultat en remarquant que

o(t = 0)) = /dp f®)lp)
= f(p) = (ple(t =0))

(5.7)
= {p(t=0)[p(t=0)) = /dp (p(t = 0)|p)(ple(t =0)) = /dp £ (p)I”

Pour obtenir une solution acceptable de 1’équation de Schrodinger, il suffit donc de

construire un paquet d’onde a 'aide de la fonction f(p) de norme au carré égale a
1.

L’évolution temporelle est contenue dans la définition de p(z,t) :

ipx/h
€ e—ipzt/2mh

T (5.8)

(1) = /dp )

On peut obtenir une expression plus suggestive de la fagon suivante. On remarque
tout d’abord que

e—ip:c/h
F () = (plolt = 0)) = /dx (ple)lo(t = 0)) = /dx ot = 0)

V2rh
—ipz’ /h ipz/h )
= oz, t) = /dp /dm’ o't = 0)6\/ﬁ ;ﬁeﬂpzt/zmh (5.9)

! t = 0 z'tp2 i(z' —z D
:/d,fl %/dp e—m_%

L’intégrale gaussienne sur p correspond a la derniére formule de I'annexe B avec
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A= nfb—;, B = xlgx et donc elle vaut

. 7i(zlfz)2mh
2mmh _ingy
t

i(a' —z)%m
= |o(z,t) = [da N im/ag g ('t =0)
SO ? 27Th,t ()0 )

Conclusion : Si 'on se donne une fonction quelconque de module au carré égale a
1, on obtient une solution de I’équation de Schrédinger a ¢t > 0 sous la forme du
produit de convolution de cette fonction avec un certain noyau. Ce noyau a une
interprétation trés simple. Pour s’en rendre compte, essayons de calculer I’évolution
de p(2’,t = 0) directement.

(5.10)

(2) Opérateur d’Evolution

La méthode systématique pour résoudre ce probléme consiste a calculer 'opérateur
d’évolution. Or, dans le cas présent, I'hamiltonien est indépendant du temps. D’apreés
ce que nous avons vu dans le chapitre précédent, on a donc :

U(t,0) = e Hi/h (5.11)
Du coup,
p(x,t) = (zlp(t) = (2[U(t,0)|¢(t = 0)) = /dw’ (@|U(t,0)]2") (2| (t = 0))
p(a!,t=0)

A~ . i(x—x' 2m
= |[(«|U(t,0)]z") = \/%e‘”/‘*e =

On retrouve bien la méme expression que par le calcul précédent.

(5.12)

Remarques :
1) La quantité (z|U(t,0)|2’) sappelle le propagateur.

2) La notion de paquet d’onde est particuliérement simple en représentation {|p) }.
En effet,

f(p) =o(p,t=0)

Et  o(p,t) = f(p)e 2mn

Par contre, I'expression en représentation {|z)} peut étre trés compliquée.

(5.13)
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Paquet d’Ondes Gaussien

L’impossibilité de trouver des solutions stationnaires de carré sommable pour une
particule libre se traduit par le fait que si I’on prépare une particule dans une fonction
d’onde d’extension spatiale donnée, I’extension spatiale va varier au cours du temps.

L’exemple le plus simple pour illustrer ce point est celui du paquet d’onde gaus-
sien! car il permet de calculer explicitement 1’évolution de la fonction d’onde.

Counsidérons donc la fonction d’onde

1 1
Y= e

C’est une fonction d’onde qui décrit une particule de vitesse vg = 2>, et qui est
centrée au point z = 0. Elle posséde les propriétés suivantes :

L far ot -

Démonstration :

+oo
/dx ()] = 21m/ dw e/ = ﬁ\/%m? —1 (5.15)

eipor/he—.’ﬂ2/40'2 (514)

2. <:i’> =0 et Aﬁ?‘w =0

Démonstration :

(W|22|y) = —1 +ood93 gle " 1A = L V2r i " =0
B V2 V2mo B

= A@»z¢@|w» wmwvza

(5.16)
ot on a utilisé le fait que ze~4*” est une fonction impaire.
. 2\ .
s o =5 (2) = s
h \m
Démonstration :
_ 1 . 2742
00 = = et
/4 A /2
Vo (2m mh ~ (5.17)

VT a2
«

1. Les formules concernant la résolution d’intégrales gaussiennes se trouvent dans ’annexe B.
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i(po—p)

2 _ 1 _
avec a” = ;5 et B = ==

- 1 1 1
= TP(P): %(271_)1/4%

02
Vr20e wz Pomp)? (5.18)

4. <]5> = Po

Démonstration : Le plus simple est de se placer en représentation {|p)} :

o=/ " dp 50 o)

o0

— o / Tdp [0)[*+ / “dp [5) (7~ po) (5.19)

.

~~ ~~

=1 =0
= Do

ol la deuxiéme intégrale est nulle car I'intégrant est une fonction impaire de
.

Cette fonction d’onde correspond donc & une gaussienne centrée en py en repré-
sentation {|p)}, d’ou le nom de paquet d’onde gaussien. Comme la transformée de
Fourier d'une gaussienne est une gaussienne, elle a aussi la forme d’une gaussienne
(multipliée par une exponentielle si py # 0) en représentation {|z)}.

Evolution au cours du temps : On pourrait utiliser 'opérateur d’évolution, mais il
est légérement plus simple d’évaluer directement

+00d _ 6ip:v/h 2t
T, t) = e 2mh
vie.t) = [ dp i) =

1/4 400
=\/o <g) EL dp 6—;—;(130—17)2-{-2'%—2'21:12
h2r ) o (5.20)

1/4 +00 2 s 2
=ﬁ<g) L L gman [ gy e ia oo O i

-

Il faut calculer I'intégrale I qui est une gaussienne. On fait le changement de variable
p— p+po dou

—+o0 2 2
_ o2 2, pz_ . (ptpo)Tt
[ = / dp e h2p +1 Y 2mh (521)

e}
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) L2 o2 ‘:v ipot ipdt B
L’exposant vaut : p = 2mh +p — ) — 3.5, et ainsi

_ ’iz%t ﬁ B2

] — e 2mh em
«
2 _ g% _at_
~ R T mh
it o=/ T 4 arctan | 5.22
soit o =1/ — + ——=— exp |7 arctan )
T amenz P 2mo? ( )
)0t t2 i th
= o= 7 + T2he exp 3 arctan 2o
B? r  pot 1 B (x — %Ot)z

ot — =— (=% =— 4
402 (h mh) 4;;22+ 2it 40’2—1—2’7’%

Soit, en regroupant tous les facteurs :

a1/ | (i) )’
U(x,t) = <2—) x P02/l o 4o+ IR (5.23)
s

4/ ot 12
A + Am2n2

Cette fonction d’onde décrit une particule de vitesse 22 centrée en 2¢. En effet,

2
) o?\"* (-’
e 0litote0) = (5) e [ oo [~
T e R
J
+oo pot)2 2 pot)2
pot (z — 22 pol (v — )
R ‘exp [T [ e |
=0 =1
(5.24)

ol a nouveau la premiére intégrale est nulle car 'intégrant est impair tandis que
la seconde vaut 1 en se rappelant que ¥ (x) est normalisée (5.15) et que I’évolution
temporelle est engendrée par un opérateur unitaire qui conserve la norme. Calculons

Ay = /(] @ — (2))°[9) -

o)’ Nz 1/2
(¥ (w_ﬁ) W))_(%) 04+ - / dx z?
A

Am2h2

.TZ

o] e

(5.25)
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t

ot 'on a fait le changement de variables z — 2> — . Le terme de I'exponentiel est

de la forme

2ac

e (L+zbe a— Lb = e (L2+b2 (526)

1/2 +oo 2.2
. pot), [0 1 9 8o°x
<<9: m )> N <27r) 12 /_Oo dw @™ exp 1604 + 42%

4
w t e

2\ 1/2 2
:<U—) ;\/27#1_3/2 avec A= 7

h2t2
0—4 0'4 LA
Vot 4m2ﬁ2 + 2

o2\ /2 o +2 h242
= — Voo 3| -4+ —— ) =0? 14+ ——
(%) " (h4 - 4m2h2) 7 ( N 4a4m2)

h2t2
= |AZ@oy = 1
Ligp(a.t)) = T/ t oo dodm?2

On constate donc que le paquet d’onde s’élargit au cours du temps. Ce phéno-
meéne s’appelle [’étalement du paquet d’onde.

(5.27)

5.3 Potentiel Constant par Morceau et Conditions
aux Limites

Considérons 1’'équation de Schrodinger & une dimension :

I )+ V@il = Eve) (5:28)

Si V' est indépendant de x, on peut la réécrire :

h2
—%ID”(@ = (E=V)Y(z) (5.29)
Il faut distinguer trois cas :
L.
P(z) = A" 4 Bem#e/h (5.30)

2
avec L = B - V, soit p = /2m(E — V)
2m
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2 [E<V]

Y(x) = Ae/! + Be™/! (5.31)
2
avec — f :E—V,soitl:L
2ml? 2m(V — E)
3. | E=V
Y(r) =Ar+ B (5.32)

Entre deux régions ol le potentiel est constant, il doit y avoir une discontinuité.
Deux cas de figure sont utiles :

1.
Vi si z<x
V(z) = { b 0 (5.33)
Vo si x>
Vi(x)
Vo 4
Vi !
i
0 To T
FIGURE 5.1 — Saut de potentiel en x = xg.
Dans ce cas, la dérivée seconde de 1) doit avoir un saut, ce qui implique que ¥
et ¢’ sont continues. En effet, une discontinuité de 1) produirait une singularité
de ¥ en ¢§'(x), et une discontinuité de ¢/’ produirait une singularité en 6(z).
Or ces singularités ne peuvent pas étre compensées par V().
Conclusion : Si V(x) présente un saut en xg, il faut raccorder la fonction
d’onde et sa dérivée en xg.
2.

V(Z’) = %5(1’ — l’o) + ‘/;ég(x) (534)
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Dans ce cas?, la dérivée seconde doit contenir une fonction §(x — ), ce qui
implique que la dérivée premiére doit avoir un saut. En effet,

[ e = [ a v - Bjew

0— hz To—€
2m 2m  [Tote
= (vg+e€) =Y (xo—€) = ﬁv(ﬂp(xo) + 2 dz (Vig(z) — E) ¥(2)
To—¢€
—0 qu;l;ld e—0
. / / 2m

= 6hr(l)q+ [V (xg+€) — Y (xg—€)] = F‘/O@b(lb)

(5.35)
Conclusion : Si V(x) présente une singularité de type Vod(z — zo), la fonction
d’onde est continue, mais la dérivée présente un saut : ¢'(zg) — ¥'(xy) =

22 Voth(o).

Enfin, il est souvent utile de considérer la limite ou V' — 400 dans un domaine.
Dans ce cas, la fonction d’onde doit étre nulle dans tout le domaine, et I’étude de la
limite V' — +o00 montre qu'il suffit d’imposer ¢(zg) = 0 si V' = 400 pour = > x.

Conclusion : Si V' = +o0 pour = > zp (ou x < xp), la fonction d’onde doit étre
continue en x = x, et elle vaut ¢(xy) = 0.

5.4 Le Puits de Potentiel Carré

On considére un potentiel défini par

Vi i <z <
V(z) = { P s Eem (5.36)
Vo 81 x<x10uxz> 2

avec Vo > V), et on se propose de trouver les niveaux d’énergie £ comprise entre V)
et V5.

Dans ce cas, on doit chercher la solution sous la forme
Y(x) = AePr/h 4 Bem /M pour 1y < @ < 1o (5.37)

avec p = /2m(FE — Vj), et on doit imposer les conditions

(5.38)

Aeipx1/h 4 Be—ipx1/ﬁ =0
Aeipr/h+Be—ipx2/ﬁ =0

2. Vieg étant la partie "réguliére" du potentiel.



5.4 Le Puits de Potentiel Carré

57

Vi(x)

Vy

1 - |

FIGURE 5.2 — Puits de potentiel carré.

Ce systéme a une solution non nulle si est seulement si son déterminant est nul,

c’est-a-dire si

;@1 —22) _;plz1—=2)

e r o —e T =0
= sin(@)zo
(1’2—371)_
= V2m(E Vi) = o
2
= 2m(E—V1):<Lh)
(zg — 1)
2.2
= E:V1+h—7rn2

2m(xe — x1)?

Les coefficients A et B sont reliés par

2ipx]

B =—Ae

et la fonction d’onde est donnée par
¢(.§L’) — A (eip:v/h . e—ipm/hemp%>
— Aeipan/ﬁ (eip(x—:cl)/ﬁ . e—ip(:c—x1)/h)

= 2i AeP"/ M gin (pi(x ; xl))

nmh
r2—x1

Mais p =

= Y(z) = 2iAeP /P sin (mr — )

Lo — X1

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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A est fixé par la condition :

[ =1

1

= 4A2¥ —1 (5.43)
1
= A= ———
2(213‘2 — 1’1)

Par ailleurs, on peut laisser tomber le facteur de phase ie”?**/". Finalement, on peut
écrire la solution :

h2m?
E =Vit—l 2
! 2m(x2 — l’1>2
(5.44)
D _
Up(z) = sin (mr S )
To — I To — 1
Remarque : n = 0 n’est pas possible car ¥(x) serait identiquement nulle.

Dans ce cas, on doit chercher la solution sous la forme :

Ae®/! siz <1
P(x) = § BeP® /P 4 Cemr/h §i ) < o < a9 (5.45)

De~=/t Six > 9
avec | = ——L—— et p = /2m(E — V4), et ot on a choisi la solution ™/ pour

\/2m(Va—E)

z < x1 et e/ pour z > x5 afin d’obtenir une solution de carré sommable.

Comme il s’agit de simples discontinuités, on doit raccorder la fonction et sa
dérivée en xq et x5, d’ou les équations :

. 1/l ipz1/h —ipz1/h
Jvr Ae Be + Ce
Iy ¢l . %e:cl/l — % (Beipx1/ﬁ o Ce—ipx1/ﬁ)
(5.46)
. —x2/l _ ipza/h —ipz2/h
v De Be + Ce
X2 - 'l/)/ . _%emz/l — % (Beip:vg/h _ Ce—ipmz/h)

Ces équations constituent un systéme linéaire homogéne de quatre équations a
quatre inconnues. Il n'y a de solution non nulle que si son déterminant est nul, ce
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W)

-05 T
n=1 —
n=2
n=3 W
1 1 S I
2 25 3 35 4

FIGURE 5.3 — ¢ (), ¥a(x) et 13(x) pour x1 = 2 et 29 =

qui conduit a une équation pour 1’énergie :

€x1/l _eipx1/ﬁ _e—ip:cl/h 0

Lo/l _ipgipri/h iP o —ipz1/h 0

: 0 _eipr/ﬁ _e—ip:cg/h e—Z'Q/l =0 (547>
0 _eipr/ﬁ e—ip:cg/h _%e:cg/l

Posons a = %p et b = eP@2=71)/h On sait qu'on ne change pas la valeur d’un déter-
minant en multipliant une ligne ou une colonne par une constante. On peut donc
multiplier chaque colonne de (5.47) par une exponentielle bien choisie et on obtient :

1 1 1 0

1 a —a 0

(l) po1 L= 0 (5.48)
b

0 ab —% —%
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En développant par rapport a la premiére colonne, il vient :

a —a 0 1 1 1 0
1 1
I L
a b 1 1 a 1 b
= —— + = ———ab)—=—-——=+- - ——=—=ab] =0
“( bl+b)+a< z “) z( bl+b)+l< z “)
=~ UL Y (L I P
—la+-)|-+a a—=|l-—= )=
[ l l b bl
1N\ 2 (549)
2 a—7
S = ( 1)
a+7
i 1\”
soit h i — i2p(z2—a1)/h
R
ip 1
= h l ::l:eip(mg—ml)/h
i
On doit donc distinguer deux cas :
ip 1
1. h l _+eip(x2—x1)/ﬁ
1
1
1
Ep(l o 62 p(zo—z1 /h) 7( _|_62p To— wl)/h)
h 1— zp(:cg z1)/h
= ﬂ - 1+€2p(m2 z1)/h
h ezp(:cz z1 /25( —ip(ze—x1)/2h __ ezp(xg x1)/2ﬁ)
= ﬁ = eip(xQ :(;1)/25( —ip(z2— xl)/2h+€zp(x2—x1)/2h) (550)

p
= E = tan <p7<$2 _ xl))
pl

2h
o (P(x2 —11)\ [ AP
= 1+ tan (T)_1+])2—l2_1¥ p+l_2
Mais p2+7l:”—22 = 2m(E — V}) + 2m(Vo — E) = 2m(Vy — V;). Posons p3 =

2m(Vy — Vi), on a donc

2h 2
N L n
(zo—1x1) 2
cos? (,;72% ) b (5.51)
p($2 - $1)) ‘ b
= cos| ———= || = —
( 2h Do
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Cette condition doit étre complétée par la condition perdue lorsqu’on a prit le
carré a la derniére ligne de (5.50) 7 :

tan (ZQ(%;W) >0 (5.52)

o~

>3
_|_
|

— _eip(xg—x1)/ﬁ

Le raisonnement est le méme qu’avant et on trouve :

ho i

il am (%)

h p($2—$1)
— = _—cot | =22
- . ( - )

= 1+ cot? pz2 — 1) = 1 :p_g
2h sin? ( Plez—z1) p?
W (5.53)

. p($2 - $1) D
s | ———— = —
2h Po

]9($2 - $1)
cot ( o ) <0

On peut résoudre graphiquement les équations des deux cas (voir figure 5.4).

Limite V5 — oo : Dans cette limite, py — oo, la pente tend vers 0, et les valeurs
possibles de p sont? : x;‘f’rhxl Les valeurs possibles de 1’énergie sont donc
2 2K ,

P
F=Vvi+—=V+——— 5.54
! 2m ! 2m(:L'2—:L'1)2n ( )

On retrouve bien les valeurs obtenues précédemment.

Remarques :
1. II y a toujours au moins une solution.
2. La n-iéme solution a n — 1 noeuds (ceci peut se voir directement sur la figure
5.3).
3. 1l existe aussi des états d’énergie ¥ > V5. Dans ce cas, toutes les énergies sont
possibles. Le probléme est trés semblable & celui que nous allons traiter dans
les deux sections suivantes.

3. En effet, on a par définition : p,l, 2 > 0.
4. Elles correspondent aux zéros du sinus et du cosinus.
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08 I

06 [

04

02

10 12 14

FIGURE 5.4 — Résolution graphique des niveaux d’énergie du puits carré pour
Vo < oo. Les intersections entre la droite d’équation f(p) = £ et les sinus (courbes
continues) et les cosinus (courbes & tirets) donnent les énergies possibles.

5.5 La Marche de Potentiel

Considérons désormais le probléme d’une marche de potentiel définie par

Vi i <0
Viz) =4 u (5.55)
Vo>V si >0

et cherchons les états stationnaires.
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Va

Vi

FIGURE 5.5 — Marche de potentiel a 'origine.

Dans ce cas, la solution est de la forme

(5.56)

b(z) AeP*/h 4 Be=irz/h i ¢ < ()
l’ o
Ce o/t sixz >0

- h - _
avec [ (Ve L) et p=+/2m(E —Vy).

Cette fois, il n’y a que 2 conditions aux limites : ¢ et sa dérivée doivent étre
continues en 0. Cela conduit aux relations

{¢ A+ B=C

. 5.57
Y (A B) = ¢ 537

Comme il y a 2 équations et 3 inconnues, il y a toujours une solution. L’énergie n’est
pas quantifiée.

En éliminant C', on trouve une relation entre A et B :

A+B="4_p

h
ipl\ ipl
= A(l—FF)—B(—l—F?) (5.58)
1 4+ il 14+
= B:A%:—A +£l
—l+ 5 — &

. . 2712 . ; 212 _ <
Malsl+l—1}j:\/1+1%—£6w avectangpzp—hl,etl—l—%’l:\/l%—’%—ée ¥ d’ou

B = —Ae*¥ (5.59)
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Ainsi, | B]> = |AJ”. L’onde se déplagant vers la gauche a la méme intensité que celle
se déplacant vers la droite.

L’interprétation de ces états stationnaires pose le méme probléme que celle des
ondes planes. En effet, ces fonctions d’onde ne sont pas de carré sommable. Pour
trouver une solution satisfaisante, il faut retourner & I’équation de Schrodinger dé-
pendante du temps et construire des paquets d’ondes. Cela se fait trés facilement
numériquement °, par contre il n'y a pas d’exemple de paquet d’ondes donnant lieu
a des calculs analytiques simples, et il faut se contenter d’une description qualitative
des résultats.

Si on construit un paquet d’ondes centré autour de p > 0, il se déplace a peu
prés librement a la vitesse v = £ jusqu’au moment ot il rencontre la marche. A
ce moment-la, des interférences se produisent, et un peu de "poids" pénétre sous la
marche. Enfin, un paquet d’ondes repart a la vitesse —£, et le poids sous la marche
disparait.

Tous ces effets sont en fait des conséquences de la forme des solutions stationnaires.
La présence d’interférences vient du fait que A et B différent par une phase tandis
que la disparition compléte de la partie de 'onde passant sous la marche vient du
fait que la fonction d’onde est une exponentielle réelle, donc évanescente. Enfin, le
fait qu'une onde de méme intensité repart en sens inverse est associée a I’équivalence
de Pamplitude des coefficients A et B.

Ces remarques sont a la base de la théorie quantique de collisions élastiques (ou
diffusion élastique par un potentiel indépendant du temps) : on cherche les solutions
stationnaires avec des conditions aux limites données, et on interpréte ces solutions
stationnaires en traduisant leurs propriétés en terme de paquets d’ondes.

Pour préciser cette idée, considérons maintenant le cas ot 'onde peut se propager
méme pour x > 0 :

Dans ce cas, la fonction d’onde est de la forme :

AePre/h - Bemimz/h - gj g < ()
x) = . . 5.60
Yia) {C’e”’”/h + De7 P2/l &g >0 (5.60)
Elle dépend de 4 amplitudes reliées par deux conditions de raccordement :
cA+B=C+D
VoAt * (5.61)
v ip1(A—B)=p(C—D)

L’espace des solutions est désormais de dimension 2. Il y a donc un certain arbi-
traire dans le choix des solutions, mais au vu de la discussion précédente, le choix

5. Voir, entre autres, le CD ROM de démonstration de Basdevant-Dalibar ou sur le web
http ://www. quantum-physics. polytechnique.fr/.
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qui s’impose naturellement est de choisir des solutions qui "décrivent" la diffusion
d’un paquet d’ondes venant de la gauche ou venant de la droite.
Pour un paquet d’ondes venant de la gauche, on choisira D = 0 : il y a une onde
incidente (¢P**/"), une onde réfléchie (e=71*/%) et une onde transmise (e®2*/")9,
Pour un paquet d’ondes venant de la droite, on choisira de méme A = 0. Les pro-
priétés ces états stationnaires décriront trés bien les propriétés de paquets d’ondes.

Comme les deux cas sont similaires, considérons celui d’un paquet d’ondes venant
de la gauche. Puisque D = 0, on peut calculer les amplitudes B et C' en fonction de
A al’aide des équations de raccordement :

v A+B=C
Y ipi(A— B) =pC

= pi(A—B) =p(A+DB)
= A(pr —p2) = B(p1 + p2) (5.62)
N e )
p1+ P2
ot C:A+B:A<1+w):fl 2n
p1+ P2 p1+ P2

Comme 'onde e~P*/" correspond a une onde réfléchie et 2%/ 3 une onde trans-
mise, il est habituel de définir des coefficients de réflexion et de transmission par

Coefficient de réflexion : R = E

A

Coefficient de transmission : T =

] Q

D’aprés ce qui précede, on a donc :

P1— P2 T 2p

R=—— | = (5.63)

P1+ P2 p1+ D2
On s’attend a ce que ces deux coefficients satisfassent une relation de conserva-
tion du genre R? + T? = 1. Mais cette relation n’est pas vérifiée, et la relation

effectivement vérifiée est plus subtile. Pour la déterminer il faut identifier quelle est
la quantité conservée. Pour un état stationnaire, c’est la probabilité de présence
p= |1p(x)\2 qui l'est. D’aprés I’équation de continuité, on en déduit que

- dp
J= 5 (5.64)
6. En effet, la partie temporelle de la fonction d’onde s’écrit e~™*! avec w = %. Si on pose

k = £, la fonction d’onde devient e*r=wt ~ cos(kx — wt). En t = 0, une créte de l'onde se trouve

en r = 0 et en t 4 dt cette méme créte se sera déplacée dans le sens des x positifs. Donc, d’aprés le
signe de la partie temporelle, une fonction d’onde avec une partie spatiale e??*/" se déplace dans
le sens des z positifs alors qu'une fonction d’onde avec une partie spatiale e?*/" se déplace dans
le sens négatif.
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pour une solution stationnaire. Mais & 1 dimension, divy = %, etdivi=0= 7=

cte. C’est donc le courant fqui est conservé. Mais f: i@ (1#*61# — wﬁw*» soit a

2m
L( * 0y 00"

5= (V55 ). Calculons j(z) pour z <0 :

1 dimension : j =

o —ip1z/h ip1z/h i A em 1B
¢*_ — (A*e ip1x/ + B*ezplx/ ) % engm/ . e ip1x/
ox h h

_ % (‘A|2 i ‘B|2 - A*Be—%plm/h_'_AB*e%plm/h)

oY ip1 2 2 2i 2 (5.65)
7 LA - IBI? = AB* ip1x/h A*B 2ip1z/h
= (A B - ABrmEI g g pe e
. _ D1 2 2 P1 42 2
j=B(ar -8R = 2 ap o - r)
et pour z > 0 (en se rappelant qu'on a posé D = 0) :
*8¢ - 2 Zp2
(5.66)
= j=2cP =2 AP
m m
On en déduit la relation :
pi(1— R?) = p,T? (5.67)
que Pon vérifie aisément a laide des expressions de R? et T2.
5.6 Barriére de Potentiel. Effet Tunnel
Considérons désormais le cas d’une barriére de potentiel définie par
Vi si <
V(e)=qVa>V s 11 <1<y (5.68)
Vi Si x> 29

Considérons dans un premier temps le cas d’un paquet d’ondes venant de la gauche
avec une énergie E/ comprise entre V et V5.
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Vo oo,

Vi

FIGURE 5.6 — Barriére de potentiel.

Dans les différents secteurs, la fonction d’onde doit étre de la forme

Aer/h - Be=wu/h i g < gy
Y(x) =4 Ce™®/' 4 D si @ <a <1y (5.69)
Eetrr/h si x> 1y

ot 'on n’a gardé que I'onde e®*/" pour x > x, puisqu’on s’intéresse a un paquet
d’ondes venant de la gauche.

Les conditions de raccordement en z; et x5 conduisent aux équations suivantes :

w . Aeip:cl/h 4 Beip:cl/ﬁ — Ce—:cl/l 4 Dexl/l
1 ¢/ . % (Aeszl/h o Be—zpml/h) — % (_Ce—ml/l + Dexl/l)

(5.70)

v Eer/h = Cem2/l 4 Der2/!
Ty . . .
2 ¢/ . %Ee’pxz/h — % (_Ce—xg/l + De:cg/l)

On dispose donc de 4 équations pour 5 inconnues. On peut exprimer 4 des coefficients
inconnus en fonction du 5-iéme. Il est donc possible de calculer E et B en fonction
de A, et ainsi de déterminer les coefficients de transmission et de réflexion.

Pour cela, on réécrit le systéme en faisant passer les termes en A dans le second
membre. On se retrouve alors avec un systéme linéaire non homogéne de quatre
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équations du type ST =v :

Be—ipml/h _ Ce—ml/l _ Dexl/l — _Aeipxl/h
) —ipz1/h C _—z1/l D _xzi/l _ 1% ipz1/h
_%Be px1/ + Ze 1/—76 1/ __%Aep 1/ (571>
—Ce w2/l — Dev2/l 4 Eeirr2/h =0 '
%6_962” _ %6“” + iEpEeip:cg/h =0
Ici, on va utiliser la régle de Cramer” pour déterminer les inconnues F et B :
det(S;,)
= 5.72
YT et (S) (5:72)

ot det(S) est le déterminant de la matrice représentant le systéme et det(S,,) le

méme déterminant dans lequel on a remplacé les coefficients de la i® colonne par le
membre de droite . On a donc

e—ipxl/h _e—xl/l _eml/l _Aeipml/h
_i_pe—ipxl/h le—ml/l _leml/l _i_pAeipml/h
det(Smi) = h 0 ie—xg/l _emz/l h 0 (573>
0 %e_“/l —%e””z/l 0
On développe par rapport a la premiére colonne, d’olt
—ipx ’lp ipx1/h ’lp ipxi/h ip—ixh Aimh Aimh
det(S,.) = pri/h (L pewpri/h T A cipra/ 2 —ipzy/h [ 27 jipza /R 17 ipm/
et(S;,) =e <hle pe +he 7 Te
4ip
Chl 5.74)
5.74
Et le calcul de det(S) donne
e—ipxl/ﬁ _e—xl/l _e:cl/l 0
_ipg—ipr1/h Lo—zi/l 1w/l 0
det(S) = h 0 ie—xg/l _e:cg/l eip:cg/h
0 %e—xg/l _%ea:g/l %Peipxg/ﬁ
. 1 ’ 5.75
_ ipAz/h {1_2 (eAx/l . 6—Ax/l) _ % (em/l + e—Ax/z)] ( )
- . 1
4 %esz:c/h [% (eAx/l _ e—Ax/l) - (em/l i e—Ax/z)]

, . Ax 1 p? Ax 2ip
_ _ipAz/h
= A/ {QSmh (—l ) X <_l2 - _h2) + 2 cosh (—l ) X <__hl )]

7. Voir annexe C.
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ou l'on a posé Ax = x5 — x;. Finalement, on obtient

_%e—ipr/hA

FE =
2sinh (8%) x <ll2 - ‘Z—i) + 2cosh (&%) x (—%p)
B2
= [T = %
A
_ 16p? 1
T OR2)2 2
ey (l% — ‘Z—i) sinh? (82) + 397 cosh? (A2) (5.76)
e
= | = e
Lp ? o (my =) | 4p? o (12 —11)
(l_2 — ﬁ) sinh ] + 2 cosh 7

Meéme si elle a une énergie plus basse que la barriére (E < V5), une particule a
donc une certaine probabilité de la traverser. C’est ce qu’on appelle [’effet tun-
nel. Cette probabilité tend néanmoins vers 0 si la longueur de la barriére |xo — x|
tend vers 400, ou si I’énergie tend vers Vi, auquel cas p — 0.

Dans ce cas, il suffit de remplacer les exponentielles réelles par des exponentielles
complexes ou encore de remplacer % par £2 avec py = /2m(E — V). Si on pose

p1 = +/2m(E — V1), on trouve finalement

Apips

(P} +p3)” sin’ (%) + dpip3 cos? (Lﬁl

IT|* =
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Chapitre 6

Mouvement dans un Potentiel
Central

6.1 Introduction

On s’intéresse au probléme de la quantification du mouvement d’une particule
dans un potentiel central, c’est-a-dire dans un potentiel qui ne dépend que de la
distance & un point donné. L’hamiltonien décrivant un tel systéme s’écrit :

59
H=—+VI(r
5 TV (7)

our = 22+y>+ 22

(6.1)

En mécanique classique, la solution de ce probléme repose sur le fait que le moment
cinétique est conservé. En effet, le moment cinétique L est défini par

L=FAp
dL de_t%quﬁ
I — r [
tat ! dt (6.2)
= L AGIFAF
NI
=0
e c e . - , dl _
1\_{[&18 F (7) = —=VV est dirigée suivant 7" lorsque V' ne dépend que de r = % =0 =

L = constante.

En mécanique quantique, il en va de méme mais le moment cinétique est un
opérateur. Commencons donc par étudier les propriétés de cet opérateur.
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6.2 L’Opérateur Moment Cinétique
et ’Hamiltonien

L’opérateur moment cinétique L= (ﬁx, ﬁy, ﬁz) est défini par

o~ R R :&ﬁz - éﬁy
L=7Ap=| 2P, — ip, (6.3)
TPy = YPa

On vérifie aisément que les opérateurs L, L,, L, sont hermitiques. Etablissons les
régles de commutation entre I'opérateur moment cinétique et 'opérateur position :

[Lx} —0

L] = 39— 26y, 9] = —2 [py 9] = ih2

N [L :e]} — ihe* g

(sommation sur les indices répétés)

=€ =¢ (permutations paires de 123)
avec €7 1 ¢ €132 = 321 — 213 — _]  (permutations impaires de 123)
€Ik =0

dans les autres cas

(6.4)

On trouve de maniére similaire celles avec 'opérateur impulsion

[ixaﬁy] = [Qﬁzaﬁy] = Zhﬁz

N [L pj] — ihe T,

Sur la base de ces propriétés, on peut démontrer que L commute avec I’hamilto-
nien.

~

Lz = Aﬁy - gﬁw

hov — hoV
i Oy yz’@xw

h(ov _ v
g dy Yor ) ¥

(6.6)
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Mais, V (2,9,2) =V (r), r = /2?2 + y? + 22 d’'on

OV _ v vy Ve
dy Yor " Torr Yorr ™

= L. commute avec V. (6.7)

L,, L, commutent avec V.

4

= [’= f)i + f); + £§ commute avec V.

De plus, on a
L., py| = 2,02 Dy = ihpy = | L., p2| = ihpypy + thpapy = 2ihp.p,

L., py| = —ihp, = |L.,p2| = —2ihp,p, (6.8)

~

L.,p.|=0 = iz;ﬁg =0

) %2
= L, L,, L, commutent avec p

(6.9)

A

= | L, f)y, L, et L? commutent avec H.

Par ailleurs, 'hamiltonien s’exprime simplement en fonction de L. En effet,

L2 = (9p. — 2p,)°
8242 | 2242 e oA s o £ A A
_ypz+zpy_y D22 Py — 2 DyY D
2pz—ih Ipy—ih
= §°p2 + 2°p;, + ihgpy + ihZp. — 20p,2p-
= L* = (& + 9°) 52 + (9" + 2°) 02 + (2% + 2%) B, + 2ih (8D, + Gy + 2D-)
— 24Py 2hs — 28p, Py — 22D 0hs
=25 — 222 — &7 — P2 + ki P — 20, 2. — 2Da 0D, (6.10)
— 22p.ip,
nn ~ A\ 2 ~ A
_ P <F~ﬁ> Y

12 0? K2 0
—*2:_L2_h2__2__
=P 72 or? r or

. h? 02 h2 0 1 =
H=——o— — —— L’+V
= 2m or?  mr Or + 2mr? V()
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ou l'on a utilisé les propriétés suivantes : #2p2 = (2p,)? = ihip, et (7- V)f = %,
qui découle de l'expression du gradient en coordonnées sphériques : v f= %é} +

W0fp 1 0
r()@e +7“sm98goe¢

Comme L2 commute avec H, on peut les diagonaliser dans une base commune.
On a donc séparé le probléme en 2 parties :

— Trouver les valeurs propres et les fonctions propres de L?.
— Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de 'opérateur H en rempla-

cant L2 par ses valeurs propres.

Remarque : Cette forme de ’'Hamiltonien est trés proche de la formulation hamil-
tonienne du probléme classique, mais il y a une subtilité. En mécanique classique,
I’Hamiltonien s’écrit :

-,

2 2

D

H=-=T
2m+2mr2

La question qui vient naturellement & 'esprit est de savoir si on peut écrire I’Ha-
miltonien quantique sous une forme similaire, et pour quel opérateur p,. Le choix
“naturel” (mais trop naif, et en fait faux) serait de choisir 'opérateur —ih%. Mais

+ V{(r) (6.11)

cet opérateur n’est pas hermitien. En effet, si on pose A = —ih%, il vient :

(0 AT|Y) — (] Alp)
= (Y]Alp)" — (plAl)

)
. g ... . L0
h/@bagp dr+lh/<p E@Ddr

T 2m 400 o
= ih/ sin@d@/ dgo/ 72— (Yp*)dr (6.12)
0 0 0 or B

Vv
n’a pas de raison d’étre nul

Par contre, l'opérateur p, = —zh%ag —zh( ;) est hermitien. En effet,

(plptlv) — (elbrle)

0 2 400
= ih/ siné’d@/ dgp/ 2 (LD o (24 1)
0 0 0 ar r or r

La partie radiale s’écrit alors :

|G ()]
2 we)+ 2o i
& (r2ptyar

= [7“21&@*} =0 siry — 0 pour r — +oo et 0. (6.13)

S |

/+oo
J
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On peut aussi voir les choses directement en termes d’opérateurs. Par définition,
. L0 T, T, y .z
A = —ih0—=—-p=—p. + gpy + =P
ar r r r r
P LTy Lz

puisque les commutateurs [z, p,], [7,D,] et [2, p;] ne sont pas nuls.
Par contre, 'opérateur %[fl + A+] est évidemment hermitique, et il est égal a

% [;ﬁjt ﬁ;] Or, pour toute fonction f(7), on a :

5 |Lt | £ = 5o+ 5. (Tr) (6.15)
Mais
\Y (;f) = <6.§)f+:w
De plus,
T (9r)6) = 5o (r2g(1)
d’ou
V= )=
Ainsi,

1|, _r 7,1
5 -p+p—|f=|-pP+-
T r T T

On en déduit que p, est simplement la forme symétrisée de 'opérateur —ih% :

Par ailleurs, comme

A 0 1 0 1
o 29 1 o 1
Pr = h (87’ * r) (87’ * r)
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Iidentité démontrée plus haut
pr= S0P R - 2— (6.16)

implique que

=0t (6.17)

L’Hamiltonien quantique peut donc effectivement se mettre sous la forme :

~2 )
- L -
H= Y w— + V(r) (6.18)

6.3 Le Spectre de [? : Considérations Algébriques

Des propriétés précises et générales du spectre de L? peuvent se déduire de consi-
dérations algébriques uniquement basées sur les régles de commutation entre com-
posantes de L. Or,

[Ler By] = (06 — 28y, 20 — ]
= —iligp, + ihip, = ihL,

(6.19)

(Lo 2] = [Lo, £2] + [ L., 2]
LyihL, + ihL,L, — L,ihL, — ihL,L.
0

~

= f)x, L, et f)z commutent avec LZ2.

Comme L, L, et L, ne commutent pas entre eux, on ne peut pas les diagonaliser si-

multanément. Par contre, on peut diagonaliser simultanément 1'un d’entre eux et L?.

Etats propres de L, et L? :

Soit |¢) un état propre de L, et L? :

Lalw) = BA[), L20) = K284 (6.20)
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Introduisons les opérateurs [A/_i_ et L_ :

Ly=1L,+ilL L,=%L,+L_
G TN 21( ++ L) (6.21)
L. =1,—iL, Ly=2L(L,-1.)

et établissons leurs relations de commutation :

(Lobi] = [Lo L) [ L) = inl, — P, = hi.
(i) = [Loke) —i[Eedy) = inly + #hE, = —hL, (622
(L] = =i Lo 2] 4+ [£y L] = 2nL.

Par ailleurs, comme ce sont des combinaisons linéaires de L, et L,, Ly et L_ com-

mutent avec L2.
Considérons le ket L |). Comme [ﬁz, ﬁ+] = L., il vient :

LoLy|ip) = Ly La|p) + BLy|v) = h(A + 1)Ly [¢) (6.23)
Par ailleurs, L2L, ) = L, L*[¢)) = R23L,|¢). De méme,
L.L_|¢) = h(A = 1)L_|¢) (6.24)
Propriétés :
1 2=1[2+[2+ 2= [*-1[?=1%+ L2
Mais (p|L2 +ﬁ§|gp> > 0. En effet, (¢|L2|) est supérieur a la plus petite valeur

propre de L2, qui est un carré et est donc positive.

Du coup, <w|ﬁ2 — L2[Y) = h3(3 — X?) > 0. Pour /3 donné, les valeurs propres
possibles de L, sont bornées :

—VB<L<ASL<VB (6.25)

ot L(>0) est la plus grande valeur propre positive et L la plus petite valeur
propre négative.
2. Soit |¢r) tel que

{@me = I*Blyr) (6.26)

Puisque L est la plus grande valeur propre possible de L, et puisque E+|¢L)
est vecteur propre de L, de valeur propre i(L + 1), on doit avoir :

Eolon) = 0= [[Eodon)|| =0= (uli Eilin) =0
Mais L L. =L2+12+i|L, L,| = [2— P2 —hi.
=L L)y =Hh (B—-L*~L)=0
=|0=L(L+1)

(6.27)
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De méme, considérons

Py = wBle) .98
e {awmznmm» (6.28)

Puisque L' est la plus petite valeur propre négative, on doit avoir

A A 2 A A
Lou) = 0= ||| =0 = WLIELofug) =0

Mais L,L_ =L*— L* +hL,

. (6.29)
= L L_|[pp)=hr (8- L*+L)=0
==L (L-1)
On doit donc avoir
L'=—-L ou
' -1)=L(L+1) = 6.30
(-1 =L{L+1) {D:L+1 (6:30)

La deuxiéme solution est a rejeter puisque L' < L.

Récapitulation provisoire : Les vecteurs propres communs & L? et L, corres-

pondant & une valeur propre h2L(L + 1) de L2 ont des valeurs propres de L,
de la forme A\ avec —L < A < L.

3. Soit

L.|¢) = hLIy)

et appliquons-lui l'opérateur L_ de facon répétée. On engendre des vecteurs

|¢> . {E2|¢> = h2L(L + 1)|¢> (6.31)

propres de L? et L. de valeurs propres R*L(L+ 1) pour L2 (L_ commute avec
L2) et B(L —1),...,A(L —n) pour L..

Mais —L est la plus petite valeur propre possible. Pour ne pas engendrer de
vecteurs propres de valeurs propres inférieures & —L, il faut que cette série

contienne un vecteur propre de valeur propre —L, auquel cas ’application de
hL_ donnera 0.

=dntelque L—n=—L

n
=L=3 (6.32)

1
= L est entier ou demi-entier. (L =0, 2 1, g, 2,.. )

Conclusion :
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Les valeurs propres possible de L2 sont :

1
R°L(L + 1), L=0,§,1,... (6.33)

Pour un L donné, les valeurs propres possibles de L, des vecteurs propres communs
a L2 et L. sont :
AM, M =-L,—L+1,...,L (6.34)

Construction de la base :

On note |L, M) le vecteur propre commun & L? et L, de valeurs propres h2L(L+1)
et hM. Partant de |L, L), on a

|L,L —n) o< L™|L, L) (6.35)

Normalisation : Supposons |L, M) normalisé.

Hi_|L, M)H2 — (L, M|LyL_|L,M) = > (L(L +1) — M(M —1))  (6.36)

On peut donc choisir

L_|L,M)=h\/L(L+1)— M(M —1)|L,M —1) (6.37)
De méme,
H£+|L, M>H2 — (L, M|L_L|L, M) =R (L(L+1)— M(M +1)) (638

et on peut ainsi choisir

Lo|L,M)=h\/LIL+1)— M(M+1)|L, M +1) (6.39)

Remarque : Ces résultats sont valables pour tout opérateur vectoriel satisfaisant les
régles de commutation

[ii, L]} — e (6.40)

Un tel opérateur s’appelle, par extension, un moment cinétique ("angular momen-
tum" en anglais), et 'opérateur L= ﬁ’/\ﬁs’appelle I'opérateur de moment cinétique
orbital. On parle par ailleurs de “moment cinétique L” lorsqu’on considére un opéra-

teur de moment cinétique restreint au sous-espace des états propres de L2 de valeur
propre h2L(L + 1). L est parfois appelé la “pseudo-norme”.
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6.4 Moment Cinétique Orbital

Pour traiter le cas particulier du moment cinétique orbital, il est commode de

passer en coordonnées sphériques :

x =rsinfcosyp r? =2 +y? + 22
. . 2 2
y =rsinfsing & { tan?f =L-
z =rcosb tanp =%
xX

En utilisant la formule des dérivées composées :

of(r,0,0) _0f or 0f 00  Of dp

ox; " Ordx; | 00 0x; %8@
On obtient
1. g%j = 27’5);
QT’S—T =2r & g—; = ; = sin# cos ¢
27“2—;:23/ g—;:%:sinésingp
27’%:22 %:;:cosﬁ

1 %_2m 090  cosfcosp

Qtanemﬁx—;@%_ -

2tan«9ﬁg—z = i_‘g o g_z — w

2tan9@% = _W o % _ _siie
3. %50 = s

1 0 0 i
Y _ y<:>80_ SI @

cos2p Or a2 Or  rsind
1 0p 1 dp  cosy

20 0y < s
cos?pdy «x dy  rsinf

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)
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Ce qui nous permet d’écrire l'opérateur p en coordonnées sphériques :

A_i_ig_ﬁ 0 g_l_cosﬁcoswg_singoi

Pe = Sor = 7 \ONVE P, r 00 rsmnfogp

. ho nf. .0 cosfsing 0 cosp 0

Pv= 53y 77 (Smesm‘par LT +rsin98g0) (6.46)
Lm0 (0 60

P==%0: i\~ v 00

ainsi que l'opérateur L :

A

Lx:gAz_iﬁy
== {(rsm@smapcos@—rcos@sm@smap)—
i or
rsinfsinpsin®  rcosfcosfsinp 0
_l_ — — -
r r 00 (6.47)
6.
cosp\ 0
+< 7ﬂcosersin@) 8@}
- h .0 cosp 0
L.="1= = 2
| z[ Y taneaJ
[A/y:ZA/A:c_Aﬁz
h . :
= - [(rcos@sm@cosgp—r51n6’cos<pcos6’)—
t or
rcosfcosfcosp rsinfcospsinf\ 0
+ -
r r 00
QSinap D) (6.48)
+ (—rcos rsin@) %}
A h 0 sinp 0
L =" Z <
e i{cowﬁe tanH@gp}
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A~

s 2

Yy
_ [(rsin@cosgpsin@singp—rsin@singpsin@cosap)a—
i r
0 cosfcosp\ 0
—rsinfsinp—— | —
L 06

. (6.49)
cos ) . singp\ 0
- + rsinfsin @ —

rsind ) 8@}

0si
+ (sin 0 cos @*COS .

+ (rsin@cosgp 0
rsin

. . . (0 0
Li=L,+iL,=he" (= +1 —
+ » +ily = he <09—|—zcot9&p>

L =1,— iﬁy = he ¥ (—% —I—z’cot@%)

[?=L_L,+L*+hL,

.. . 0 ol .. [0 0
_ 2 —ip | . i .
L_ L, =nhe { 20 + 7 cot 9_&,0] e [—89 + 7 cot 9_&p}

. 02 .0 0 0 0
2 _—ip ip i i cot . i
= h%e [—e 902 e 2% (zco 6’—) + i cot — (e —9)

. v ip: v
+ZCOtH (6 1cotd )}

. 92 i D . 0? 0
— R2,7lp | _lp e s : R 172}
he [ e 207 e 7000 e zcotﬁﬁwﬁe—ﬂcoteze %0
92 ) o ) 92
+ i cot fe'? 5,00 + 7 cot Bie*¥i cot 9% + i cot 6e'?i cot 93—902]
0? 1 0 0 0 0?
_ 2| 9 . L o g 0,0 9,0
=h 502 +Zsin298gp cot@ae 1 cot e&p cot G&p?}
0? 0 0 0?
2| O O o 2,0
=h 892+Z8gp cot@ae cot eﬁapz}
5 0? 0 0 0? 0? 0
2 =R |- —— +j— —cotfh— —cot?f— — — — j—
= h 2 +Z@gp co 989 co 90<p2 9.2 Z&J

5, 0? 1 0 1 02
?=-ml-—v - - 4+ -
~ n ( 002 * tan 6 00 * sin298g02)

(6.50)
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Considérons une fonction propre de L, :

hoy(r,0, )

F S = hmi(r0.9) = W(r0,6) = X(r O (65

Mais pour que ¥(r, 6, ¢) soit une fonction univoque des coordonnées, il faut que

V(10,0 +2m) = p(r,0,p) = ™ =1

(6.52)
=
Le spectre du moment cinétique orbital est finalement donné par :
Valeurs propres de L2 : h2l(l + 1), | entier (6.53)
Valeurs propres de L, :hm, m=—1l,... N/ .

Remarque : Tous ces opérateurs ne dépendent que de 6 et . C’était prévisible vu
que les composantes du moment cinétique commutent avec le produit par n’importe
quelle fonction de r. Du coup, on peut chercher les fonctions propres communes a

L2 et L, comme fonctions de 6 et © uniquement. Le produit d’une telle fonction

propre par n’importe quelle fonction de r sera encore fonction propre de L% et L.

6.5 Les Harmoniques Sphériques

Cherchons désormais les fonctions propres communes & L2 et L, de valeurs propres
R2I(L + 1) et Am. D’aprés ce qui précéde, on peut les chercher sous la forme :

Y™ (0, ¢) = FM(0)e™ (6.54)

La fonction Y}'(6, ¢) doit satisfaire :

L.Y'=0
0 (6.55)
= (@ — lcot@) Fl(#) =0
Mais I’équation différentielle
ar _ jeost (6.56)
do sin ¢
a pour solution f(f) = (sind)!. En effet,
df . -1 lcosd
2 —
ap — Lcosfsing) snd ! (6.57)

= Y/ (0, p) « (sinf)'e®
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Normalisation :
Si Y0, p) = ci(sin 0)'ei’# | alors

s 2T
\01\2/ sin HdH/ dp(sin 0)* =1
0 0

soit |cl|2 x2r x I} =1 avec I} = / sin Adf(sin )%
0

On fait le changement de variables

u = cosf, du= —sinfdb,

1
= Il:/ du(1 —u?)"

1

et I; se calcule par récurrence :

I(]I2

I :/_ du(1 — u2)=1(1 — 2)

1

1
=1I1- /
1

duu x u(l —u

L

(20)(20 —2)---2

(sinf)* =1 —u?

2)l—1

|-/

:Il_l—[—
1
Y L
-1 2ll
=T 1+1 — 1
l 2l — 11
2l
L =—" 1.
T

20+ 1)(20—1)---3
[(20)(21 —2) --- 2]

soit [; = o

ou encore I; =

Finalement, on doit avoir

lal? =

Le choix conventionnel consiste a prendre

+1)!

22!—%—1(“)2
(21 + 1)!

XIO

@+ 1) 1

47

221(11)2

(=1

(20 +1)!

C =

24!

47

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)
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Les autres fonctions s’en déduisent par application systématique de L_, sachant que

1 .
Y, ) = L Y™,
iy s e R
(6.63)
avec L_ = he ™ —g—l—icotﬁi
- 00 dp
Exemples :
L.
1
Y9 (0,0) = — 6.64
2.
1 /6 ,
1 — _ I i
Y1 (6, ¢) 2\/ y sin fe
= |Y!0,0) = —\/isineew
LA 8T
1 3 , C .
0 L N . ip : : - ip
Y70, ) \/56 ( \/ 87T> [ cos fe —Hsin sin fie
(6.65)

1 ,
Y50, 0) = T/ 8_75r sin @ cos fe**? (6.66)
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Remarques :

1. Les harmoniques sphériques sont des fonctions propres d’opérateurs hermi-
tiques. Elles sont donc orthogonales :

2w T
/ dy / dfsin @ (Y™ Y = 6,10 mr (6.67)
0 0

2. La dépendance en 6 des harmoniques sphériques est reliée a des fonctions
particuliéres appelées polynomes et fonctions de Legendre.

3. On peut établir Pexpression générale suivante® :

m Db 20410+ m) s o AT '
Y, ) = (2ll!)\/ in El—m;!e “(sind) W(Sm@m (6.68)

4. On a en particulier? :

Ym0, 0) = (=)™ (Y"(0, 9)) (6.69)

6.6 Le Mouvement dans un Potentiel Coulombien

Pour une valeur donnée de [, on peut donc chercher les états stationnaires de
I’équation de Schrodinger d’une particule dans un potentiel central sous la forme :

U(r,0,) = R(r)Y;"(0, ¢) (6.70)

o R(r) est solution de 'équation qui s’obtient en remplacant L? par h2I(1+1), soit :

R*0*  h* 9 RII+1)
T e + o +V(r)| R(r) = ER(r) (6.71)

1. Voir par exemple Cohen-Tanoudji, Diu, Laloé pp. 686-688.
2. Méme référence, p. 690.
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Il est commode de changer de fonction inconnue et de poser

R(r) = ~u(r)

dR 1 1du
Ll R
dr2 3 r2dr = rdr?
2m | r3 r2dr  rdrz 3 r2 dr (6.72)
RA(1+1) u(r)  u(r)
* [W”W] - P
. h d? RA(L+1
solt [_%W —+ % -+ V(’/‘)} u(r) = EU(T)

Dans le cas particulier du potentiel coulombien d’interaction entre un noyau de
2
charge +Ze et un électron de charge —e, V(1) = —Z=. Posons a = +Ze? = V (r) =

R21(14+1)

—%.5il# 0, pour r petit, on peut négliger —= devant — —3

, d’ol1

j—:zu(r) ~ W+ 1)u(7’) (6.73)

Supposons que u(r) soit de la forme 7* :

= s(s— D)r* 2 =11+ 1)r*2
=s(s—=1)=1(1+1) (6.74)
=s=I0l+1ous=—I

Mais la condition de normalisation sur R(r) impose que f0+°° r? R?(r)dr soit conver-

gente, c’est-a-dire que f0+°° u?(r)dr soit convergente. Il faut donc choisir la solution
positive s = [ + 1.

Sil =0, on obtient prés de l'origine (r ~0) :

d? u(r)
wu(r) S
Si w(r) =ag+ar+agr* +--- (6.75)
d? .
wu(r) = 2as + -+, ce qui impose ag =0

Conclusion : Dans tous les cas, on doit avoir pour r petit :

u(r) oc ritt (6.76)
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0.2 T T T
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0.05 | h
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r

1(1+1)
7‘2

FIGURE 6.1 — Graphe de la fonction U(r) = —Llpourl=0etl=1.

Par ailleurs, le potentiel "effectif" U(r) = % — % a l'allure représentée sur la

Figure 6.1. Dans tous les cas, on s’attend donc a trouver des états liés uniquement
pour F < 0. Plagons-nous dans ce cas, et faisons le changement de variables

Er do (6.77)
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89
L’équation devient
? 1 d? hzl(l+ 1) o
- = —E\%u
| 2ma? dp? T omai? 2ma3 p? aop] ulp) = =EXulp)
N [ & N RA(1 + 1) —2mad Qmaoa u(p) = 2mE1a0)\2 )
| dp? 2ma3p?  h? hza 0p
[d? 1l +1) 2 2m2a?
= |55 - - = AT (6.78)
- ) - B v
. 2 i+ 2,
soit R +;—)\ u(p) =0
Quand p — 400, on a approximativement
@N,\Z = u(p) ~ ™ (6.79)
Tz = Au=ulp) e .
La condition de normalisation impose de rejeter la solution e’
Cherchons donc la solution sous la forme u(p) = e~ *y(p).
du = eV ey
dp
d2u _\2_—Xp —Ap, /! Ap, I
—— =AMy =2 e My +e My (6.80)
d? d 2 I(l+1
= gz 2 2_X 2> (p) =0
p PP p
Cherchons la solution sous la forme d’un développement :
+o0o +o00o
_ pl+1 Zcqpq _ Zcqpq+l+1 (6.81)
q=0 q=0
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Le préfacteur vient de la condition u(r) oc 7*1 pour r petit.

dy <X
=Y elg+ 1+ 10
P
dgy +o0o -
T2 = cla+1+ (g +
=
+o0o
= ) [egg+1+1)(q+ DT = 22ey(q+ 1+ 1)p" T + 2¢,p
4=0 (6.82)

—cl(l+1)pt ] =0

Co(l + 1)lpl_1 — C(](l + 1)lpl_l =0
clg+1+1)(g+1) —2Xcg1(g+ 1) +2¢c4-1 —cil(l+1) =0

soit g [(q+1+1)(g+1) —I(1+1)] =2¢c_1 Ag+1) —1)
que 'on peut réécrire
¢qq(q+20+1) = 2¢41 (Mg +1) — 1)

2(ANq+1)—1) (6.83)
g+ 2 1 1)

= |y =

A priori, quand ¢ — +00,

2\
Cqg X Cyg—1—
q q q

1
= (g X aQ)\ (6.84)

= y(p) = p e

= u(p) x e

qui n’est autre que la solution rejetée précédemment. Il faut donc que le numérateur
s’annule, autrement dit qu’il existe un entier £ > 1 tel que

Ak+1)—1=0
1 (6.85)
- AT

Les énergies possibles sont données par

Epy = — k=1,2,... (6.86)

CEE
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Les solutions y;(p) s’obtiennent a partir de la relation de récurrence sur les ¢,.

Exemples :

L [F=11=0]

A= 1, 1 = 0
_ (6.87)
= uy0(p) = cope™”
2. [k=1,1=1
1
A=z, e =0
2 (6.88)
= w1(p) = cop’e”?
3. |k=2,1=0
2(1x1-1) 1
A=z, 0 =C—2—> = —20
2 1(1+1) 2 (6.89)
= u0(p) = cop (1 — g) e 3

Finalement, les fonctions radiales s’obtiennent en remplacant p par =, en divisant

T
. L “g . ao
par r, et en normalisant le résultat par la condition

+oo
/ R*r2dr =1 (6.90)
0

Récapitulation : Les fonctions radiales sont données par

1 - r +1 r r k—1
Rk,l(?”) = ;e‘A% (—) Co “+ (CL_) + ...+ cr_1 (CL_) ] (691)
0 0

Qg
2(A(g+1)—1) !
_ t A= —— .92
T g+ 21 © A +1 (6.92)

avec

co est déterminé par la condition de normalisation :

lAWZ%RM@D%rzl (6.93)
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Exemples :

r

RLQ(T’) = 006_%
+oo 2r
/ coe aoridr =1
0

+o0 d2 +00 d2 1 2
Mais / i dy = —— / e e =—(-)==5
0 da? | J, da? \ a a

(6.94)

o, e, ap\3 ag

= cge oridr=2x(—) =—
0 3

_3
= ¢y =2a,°’

co est donné par :

_3 _r
= Rl,O(T) = QCLO Ze a0

A +0o0 _ —1—
On trouve de méme, avec [, r"e”*dr =nla™'™"

r

\/gao

[SI[oY

__r
e 2a(

Rl,l(r) = (2&0)_

, , . (6.95)
R270(7’) = 2(2&())_5 (1 — 2—&0> e 2a9
Application : I’Atome d’Hydrogéne

2

e

V(r)=——

)=
(6.96)

Er =1 =13.6 [eV]
= 52
ap = -5 = 0.52 [A]
Il est traditionnel de représenter les niveaux d’énergie en fonction de [ comme le
montre la figure 6.2.

L’énergie ne dépend que de k + [. Du coup, vu l'importance de ’énergie pour
les propriétés physiques, il est habituel de remplacer le nombre quantique k par
n =k + [, et de repérer les fonctions d’ondes par (n,l,m). n s’appelle le nombre
quantique principal.

Bien que I'énergie ne dépende que de n, et que la classification par (n, [, m) soit
compléte, il persiste des dégénérescences. En effet, une valeur de n peut en général
étre obtenue pour plusieurs valeurs de [, plus précisément toutes les valeurs de [
inférieures ou égales & n — 1. De plus, pour une valeur de [, il y a 2[ 4+ 1 valeurs de
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E [eV]
0
136 4s 4p 4d 4f
16
_ 13.6 3s 3p 3d
L el
_ 136 2s 2p
Tt
~13.6] 1s
[=0 [=1 =2 =3

FIGURE 6.2 — Représentation du spectre de 'atome d’hydrogéne.

m possibles. Au total, la dégénérescence vaut :

I43+...+2n—-1)=2-1)+MA4-1)+...4(2n—-1)
=2(14+24...4n)—n (6.97)
n(n+1) 2

=2 —n=n

La dégénérescence du niveau n est n?.
Remarques :

1. La dégénérescence des niveaux électroniques de l'atome d’hydrogéne est en fait
2n? du fait du spin (voir plus loin).

2. Il y a également des solutions décrivant la diffusion d’électrons par les protons.
Elles seront étudiées plus tard dans ce cours, vraisemblablement en Physique
Quantique III.
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6.7 Moment Magnétique

Comment peut-on observer la dégénérescence des niveaux n > 17 Dans ce para-
graphe, nous allons voir qu’il suffit de plonger le systéme dans un champ magnétique.

En électrodynamique classique, lorsque des particules chargées se déplacent dans
un circuit fermé, elles créent un moment magnétique

—

M=1IS (6.98)

ott I est lintensité du courant et S = % f 7 A\ dr est le vecteur surface du circuit. Ce

moment magnétique se couple a un champ magnétique extérieur B en produisant
une contribution —M - B a I’énergie. Or, pour un électron tournant autour d’un
noyau, l'intensité [ = %, ou 7" est la période :

e . dr e -
5T %r A madt = 57 %Ldt (6.99)

Mais pour un mouvement a force centrale, L est constant

e
T

— (& R L
M—ﬁ%r/\dr—

- e -1 e -
M = %LT %dt = %L (6.100)

Le moment cinétique est donc couplé au champ magnétique par un terme d’énergie
—-L.B.

Ceci reste vrai en mécanique quantique. Démontrons-le explicitement. La premiére
étape consiste a déterminer la forme de I’'Hamiltonien d’une particule chargée en
présence d'un champ magnétique.

La particule chargée dans un champ magnétique :

On s’intéresse au probléme d’une particule de charge e dans un champ magnétique
B. En mécanique classique, la particule est soumise a une force

— (& —
F=-vxB
c
et I'’équation du mouvement s’écrit :
d? . edr < B
m—sr=——
dt? cdt

Pour quantifier le probléme, la premiére étape est d’établir la formulation hamilto-
nienne du probléme. Pour cela, établissons d’abord la forme du lagrangien.

Proposition :
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Le langrangien

1 . oo
L= §mfg+gﬁA(F)

conduit a I’équation du mouvement cherchée si B = rotA

Démonstration :

L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit :

A (L) 9L &
dt \ o7 or

P = mr+ A7)

r C
d (0L ’r e -\ o
“(ZE)=m— +-(FV) 4
dt(af) dt? C(rV)

oL e

mais L . L o
V(a.b) = a@ x rotb + (@.V)b + b x rotd + (b.V)d

Par ailleurs, dans la formulation lagrangienne de la mécanique, 7 et 7 sont des
variables indépendantes. Les dérivées de 7 par rapport a 7 sont donc nulles.

Ainsi,
\Y (?.X(F)) = 7 x 1ot A + (?ﬁ) A
L’équation du mouvement s’écrit donc :
d27 Do\ o . - Do\ - o
mE+ S (AV) A= Sixrotd - £ (7V) A =0
at? ¢

C C

Pour passer a la formulation hamiltonienne, il faut faire une transformation de
Legendre :

Mais

95
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= 1= (5 2AP)

La quantification se fait alors simplement en remplacant 7 et p’ par des opérateurs
satisfaisant les régles de commutation habituelles.

Considérons désormais le mouvement d’un électron dans un potentiel V' en pré-
sence d’un champ magnétique uniforme B. L’hamiltonien s’écrit donc :

N 1 ~ e - ~\2 ~
— (5 ZA(7 7 6.101
H 5 (p CA(’/’)) + V(7) ( )

On a, comme d’habitude, le choix entre plusieurs potentiels vecteur. Dans le cas
présent, il est commode de choisir

A=—-ZFAB (6.102)

1
2
On a bien rotA = é, et de plus divA = 0.

Démonstration :

1.

—

rot(7 A B) = 7#divB — (7- V)B + (B - V)7 — Bdiv(7) (6.103)

Les deux premiers termes sont nuls puisque B est uniforme.

x
(B-V)F = (Bxg B Q,Bzﬁ) y| =8
z

ox’ Yoy oz
0 0 0
diviA = Loy Yyt 9. (6.104)
iv(r) axaj+ 8yy+ 557 3
= 1ot(FA B) = —2B
= rotA=B
2.
div(7 A B) = B - rot(F) — 7 - rot B (6.105)

Le deuxiéme terme est nul car B est uniforme. De plus, rot(7) = 0 car n’in-
terviennent que des dérivées d’une composante par rapport aux autres. Ainsi,
divA = 0.
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Or, si divA = 0, ﬁet A commutent. En effet,
5. A] = [P Au] + [py, 4] + [P A.]
0 0
—(Ayp) — A, —
|52 4e) — A

A |, O 8@)

Mais (s, 4,2, 5, 9)] o(e,y,2) =
h
i\ P o T Mo
h
;
h

 hoA, (6.106)
Cd Ox 14
5 0A 0A 0A
A' ‘7 |:_: A:| - i Y d
msi, |p 4 i ( O + oy + 92 ) %)
h.. -
= ;diVAgo
On peut donc écrire :
H = — = — ey A 2
2m me b + 2 + V(’f’)
soit H = ﬁ + L(ﬁ’/\ B)-p+ ¢’ (FAB)?+V (6.107)
2m 2mec P e
(’IA_’»/\B') ]%I—(B/\’/A_")]%:—B (r/\ﬁ):_g E
d’ou finalement
- )
2 P e - = e 2, =9
=;——5-L-B AB)?+V (6.108)
2m  2mc * 8mc? (v )+

Il apparait donc un terme linéaire par rapport au champ magnétique. L’opérateur
moment magnétique orbital est défini par

M=_°
2me

S~

(6.109)

Comme les valeurs propres possibles de L, sont des multiples entiers de A, il est
usuel d’introduire la quantité suivante

ch

— 6.110
KB e ( )

appelée le Magnéton de Bohr. Ce qui entraine
M= %BE (6.111)

Dans un état s (I = 0), le moment magnétique est toujours nul, dans un état p, les

valeurs propres possibles de M, sont —ug,0, g, et ainsi de suite.
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Remarque : Il y a un autre terme qui dépend de B dans 'hamiltonien. 11 s’écrit

~

(FAB)? =72B?sin®0 = 72B% — (- B)? = B¥(#*+ %) siBllz  (6.112)

Dans les atomes, (2% + %) a2, et ce terme est négligeable dans les champs ma-
gnétiques accessibles sauf si le premier terme est rigoureusement nul, comme pour
un état s. Nous y reviendrons plus tard lorsque nous traiterons des propriétés des
atomes. Dans les solides, ou les fonctions d’onde sont étendues, ce terme n’est pas
négligeable.



Chapitre 7

Spin

7.1 Introduction

Alors que la structure de base du spectre de I'atome d’hydrogéne est en parfait
accord avec la résolution de I’équation de Schrodinger de 1'électron dans le potentiel
coulombien du proton, un certain nombre de données expérimentales concernant la
structure du spectre en présence d'un champ magnétique se sont avérées en désaccord
sérieux avec ce modeéle. Pour faire simple (voir I'article de Goudsmit pour la "vraie"
genése), un champ magnétique extérieur ne devrait pas avoir d’influence sur les états
s de 'électron, et il devrait lever la dégénérescence des autres niveaux via le terme
—‘%"E - B de I'hamiltonien :

/| wsB
" | usB l //// pweB
S l 7 _bv S
\\\ B —\\\\\ B
1=0 1=1 . |1 [=2"0 |
\\\ upB
B=0 B+#0 B=0 B+#0 B=0 B+#0

FIGURE 7.1 — Levée de dégénérescence attendue lorsqu’on applique un champ ma-
gnétique B.

Or, les levées de dégénérescence ne correspondent pas a ce schéma (Figure 7.1).
En particulier, le niveau 1s de I'atome d’hydrogéne se scinde en 2 en présence d'un



100 Spin

champ magnétique :

~

—_

—

B=0 B#0

FIGURE 7.2 — Levée de dégénérescence observée du niveau 1s de I'atome d’hydrogéne
en présence d’un champ magnétique B.

La levée de dégénérescence des niveaux [ # 0 donne lieu & des spectres beaucoup
plus compliqués que les prédictions précédentes. En 1925, Uhlenbeck et Goudsmit
ont émis I’hypothése que I'électron possédait un moment magnétique intrinséque
donné par

9aY]

—

ol g est une constante a peu preés égale a 2, et ol S est un opérateur de moment
cinétique ayant un [ = % La valeur 1/2 a été choisie pour expliquer la séparation
en 2 niveaux (m = —1/2 et m = 1/2), et le facteur g est 1a pour expliquer la valeur
de ’écart entre les niveaux d’énergie (2up et non pp si le moment magnétique était
simplement donné par i = /,LB%). Cette hypothése a été notamment confirmée par
I’expérience de Stern et Gerlach :

%

& < 2 taches
/ % Ag : [Kr| 4d'%5s!

BZ non uniforme

=

= F=V(M-B)~M2%:

A\

S
I

FIGURE 7.3 — Schéma simplifié¢ de I'expérience de Stern-Gernlach

Le terme "spin" vient de l'idée que l'on s’est faite & ’époque de l'origine de
ce moment magnétique. L’électron n’étant pas localisé, s’il tourne sur lui-méme
(tourner = "to spin" en anglais), la densité de charges en mouvement doit créer un
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moment magnétique. En fait, ce moment magnétique n’a pas d’analogue classique.
Il s’agit d’'un degré de liberté supplémentaire que possédent un grand nombre de
particules.

La théorie relativiste de ’électron, qui consiste & remplacer ’équation de Schro-
dinger par sa généralisation relativiste due a Dirac et connue sous le nom d’équation
de Dirac, démontre que ce degré de liberté interne a une origine naturelle dans le
cadre de la théorie quantique relativiste, et conduit a la prédiction g = 2.002319305,
vérifiée expérimentalement jusqu’a la huitiéme décimale!

7.2 Le Formalisme du Spin %

Un moment cinétique % est un cas particulier de moment cinétique, et tout ce qui
a été vu a l'occasion du moment cinétique orbital reste valable. Les composantes !
satisfont les régles de commutation

(57, 57] = ihe'ik 5"

[52’ Si] =0;14,j,k=xuy,z (7.2)

L’espace de Hilbert associé est de dimension 2, et on peut choisir la base des états
propres communs & S* et S? :

S*|m) = hm|m)

~ 1/1 3 7.3

S?|m) = h2§ <§ + 1) Im) = h21|m) (7:3)
oum = % oum = —% 2. Suivant le contexte, différentes descriptions de cet espace

de Hilbert sont couramment utilisées :

1. Comme l'espace est de dimension 2, on peut décrire chaque élément par un
vecteur colonne a coefficients complexes :

(0)-+()+()
e ()b

Cette description est trés utile car elle permet d’exprimer les opérateurs S, §¥, S*
comme des matrices 2 X 2.

1. Dans ce chapitre, il est entendu que S = Sestun opérateur et on se permet de faire ’économie
du symbole "~ .
2. 11 est traditionnel d’omettre [ = % dans la notation |I,m).
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2. Lorsqu’on s’intéresse a un ensemble de spins %, il est plus commode de garder
la notation "bra" et "ket". Pour 1 spin %, la notation standard est alors

1
5) = 1) (spin "up")
=) = 11) (spin "down")

Les fléches rappellent I'orientation du moment magnétique.

3. Il est souvent utile, en particulier lorsqu’on discute les propriétés de plusieurs
particules identiques, de traiter les degrés de liberté de l'espace (z,y, z) et de
spin sur un pied d’égalité. L’espace de Hilbert du spin est alors décrit par les
fonctions & valeur complexe d’une variable o prenant les valeurs :t% :

X {—1 1} ~C (7.6)

1 N, L,
5 = xiixilg) =il = .
L : -h=1 "
—_— PARN 1 — — R f—
5 Xop s xen | g X135
Ces relations se résument sous la forme
XU(U/) = Ogg?’ (78)

Nous serons amenés a utiliser ces différentes descriptions. Commencons par la
premiére, qui conduit & des considérations trés intéressantes sur les rotations.

7.3 Les Matrices de Pauli

Commencons par établir la forme des opérateurs S#, ST, 5™, S* et S¥ dans la base
définie par I’équation 7.4.

1 Bl
5°13) = 313) .
2 219 . 10
= 97 = — (7.9)
o1 ho1 2(0 —1)
5 =50 =513



7.3 Les Matrices de Pauli 103

S*\

(7.10)
1
h¢§ +1 ( +1)|>_m——>
sw— ~=0
_ 0 0
= S —h<1 0)
St = 5% 44Sv ST =1(5T+57)
5™ =575y Sv =L(st—97) (7.11)

. B0 1 . h(0 —i
- 5 _§<1 0) 5_5(7; 0)

On voit que S*, SY et S* s’expriment simplement a ’aide des matrices de Pauli :

01 0 — 1 0
Oy = (1 0) oy = <z 0 ) o, = (0 _1) (7.12)
puisque S° = 2o, (i = x,y, 2).

Propriétés des matrices de Pauli :

Désignons par o( la matrice identité.
1. 0 = 09
2. Tr(o;) =0
3. det(o;) = —1
4. |oi,0;] = 2i€'ikqy,
5. 0,0; = —0j0; pouriF#j
Les matrices de Pauli anticommutent.
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Démonstration :

BHE -6 %) o9
D66

k

6. (4) et (5) = 0;0; = —0j0; = ie""o,  pour i #j

7. Les propriétés (1) et (6) se résument en

0i0; = 0;;00 + i€*qy, (7.14)

En définissant ¢ = (0, 0y, 05), on en déduit aisément :

(- @) - b) = o0(@-b) +id - (@A D) .
= [5-6,5-5}:27;5-(@*) (7.15)

{00,04,0,,0.} constituent une base des matrices 2 x 2. C’est clair puisque les

matrices
1 0 1 00 1
(0 0) = 5(00 +0.) (O 1) = 5(00 —0,)
1
2

(0 +i0,) (g’ 8) _ % — (7.16)

constituent elles-mémes une base évidente.

7.4 Matrices de Pauli et Rotations

Les matrices de Pauli sont notamment trés utiles pour décrire les rotations. Consi-
dérons en effet le probléme suivant : soient n et m deux vecteurs unitaires reliés par
une rotation Ry d’angle a = ||@|| autour de la direction & = Tay> ¢ est-a-dire :

A = Rs(1m) (7.17)

Comment les états propres [0 1) et |n |) de S - f sont-ils reliés aux états propres
m 1) et |m])de S-m?

Proposition :

S .= emiSarn (5 m) g S-a/n (7.18)
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>

a m
O]

FIGURE 7.4 — Rotation d’un angle o autour de l'axe @ (& pointe hors de la feuille).

Démonstration :

En consultant la figure, on voit aisément que :
n =cosam+sinad Am (7.19)
De méme, si I’on considére n comme fonction de «, on a :
n(a + da) = cos(da) n(a) + sin(da) & A n(«) (7.20)
Pour do infinitésimal, on a donc :

(e +da) = a(a) + dad A a(a) + O(da?)

- - " ) (7.21)
= S-n(a+da)=S5 n(a)+daS- (& An(a))+ O(da”)
Mais la relation (7.15) implique
[5-6,5-5} — ihS - (@ND)
(7.22)

= S.i(a+da)=5 i) - cda [5 a5 fz(oz)} + O(da?)

%(g-ﬁ):—ﬁ [§a§n} (7.23)
avec la condition initiale <§ ﬂ) (a=0)=S5-nm.
Démontrons que A = e~i5d/h <§ : m) €@/ st solution (en se rappelant de la
définition & = ﬁ —ad=ax|a|=daxa).
Al@=0)=S5-m  trivial
%:—wﬁd,hﬁsh'd :—% [9@,21] CQFD (724
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Revenons a la question que nous nous sommes posée au départ, a savoir le rapport
entre les états propres de S -7 et ceux de S - . Considérons 'stat e—i5d/ M T).

g. ﬁe—z’g.&/nmw _ o—iSa/h (g m) €i§.a/h6—i§.&/ﬁ|mT>
eSS il 1) (7.25)
)
— e—sza/hE‘mT>

Ainsi, e—i5-a/ h\m 1) est vecteur propre de S - A, de valeur propre h/2. Par ailleurs,
(m 1 \els a/he Zs‘i/h\m 1) = (m 71 |m 1) = 1. Comme, par définition, |n T) est
également une vecteur propre normalisé de S -7 de valeur propre //2, et comme
cette valeur propre est non dégénérée, les deux kets doivent étre égaux a un facteur
de phase prés :

[ 1) = e e S m ) (7.26)

La phase ¢ dépend du choix de phase lors de la diagonalisation de S-netdeS-m
De méme, |7 |) = €% e~ 56/ |).

Remarque :
La démonstration repose sur l'identité :

-

{§.a,§-b} = ihS - (GAD) (7.27)

Or, cette identité est vraie pour n’importe quel moment cinétique. En effet, & partir

des relations de commutation o )
Ly, L,] =ihL,

on trouve

[f)max + flyay + L.a,, L,

agby[Ly, Ly] + azb.[ Ly, L]

aybe[Ly, Ly] + ayb.[Ly, L.]

a:by[L., Ly] + a.by[L., L,

ihi)z(axby — ayb,) + ihix(aybz —aby) + ihi)y(azbm — azb,)

— Rl (@AD). (7.28)

+ +

Ainsi, on a de fagon tout a fait générale :
L-#=eild/m (E : m) gL/ (7.29)

et A
\WLM) = e~ L8/Mm L. (7.30)
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Dans le cas du spin %, cet opérateur a une forme tres simple. En effet, si on
représente un ket par un vecteur colonne relatif a la quantification dans la direction

Z, on peut écrire
o—iSa/h _ —idd)2 (7.31)

ol 7 est le vecteur défini précédemment dont les composantes sont les matrices de
Pauli. Mais,

—i&‘-d/2_+oo —id-d\" 1 = [ —iad-a\" 1 - 39
S ] G N T LA L R

et par (7.15)

d’ou

—iGa2 _ —ia\" 1 A —ia\" 1
‘ _UOZ<2)TL!+UQ <2 n!

n=0,24,... n=1,3,5,
o .«
= Ccos —0y — 10 - &csin —
0 2 (7.34)
—ida 04 T © S
= |eT092 = COSEO‘Q —zsm§a e

Exemple : Considérons une rotation d’angle —Z autour de Z a partir de 2. Avec
2

(1]) I’état propre de S* de

valeur propre g . D’aprés la formule qui précéde, il faut appliquer 'opérateur

les notations précédentes, S.m=S8%et S-n=5Y Soit <
i
L Q 1\ /1 _\/—5 1 (7.35)
"1 \o) T2

¢a marche!

) (7.36)
)
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Remarques :

1. Si on fait une rotation de 27, 'opérateur associé vaut —oy. Autrement dit, on
a transformé un état en son opposé! Ceci est vrai pour les spins demi-entiers,
mais pas pour les spins entiers. Cette propriété a été vérifiée par des expériences
d’interférence sur des neutrons, qui, comme les électrons, possédent un spin %
Il faut faire une rotation de 47 pour se retrouver dans le méme état avec le
méme signe (S.A. Werner et al., Physical Review Letters 35, 1053, (1975)).

C’est un exemple d’une propriété générale des rotations : ce n’est qu’apres une
rotation de 47 qu’un objet en relation avec son environnement se retrouve dans
son état initial (argument da a Dirac, voir le livre de Jean-Marc Lévy-Leblond
et Frangoise Balibar : Quantique).

2. Si on applique la méme rotation a l’état |7 |), on obtient bien str |n |). En

effet, m]) = |—m7) — |—nT) = |nl). Si un état est décrit par le vecteur Z
relatif 4 la quantification dans la direction 7, opérateur rotation e=*%%/2 le

transforme en ’état <Z) relatif & la quantification dans la direction 7.

3. Une question voisine mais différente est de savoir comment exprimer un vecteur

Z relatif & la quantification dans la direction Z dans la base relative a la
quantification dans la direction n, sachant que n = Rgz(Z).
/

L’état Z correspond a [¢) = a|Z1)+0b|2]). Les coordonnées (Z,) du vecteur

dans la base |no) s’écrivent :

a = {nTly)
v = (ally)

Or, 1) = e Sz1) = 3 ()

) ad = (1 0) (1532 Z (7.37)
L @
b
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7.5 L’électron non relativiste

Un électron non relativiste peut donc étre décrit par 4 degrés de liberté : 3 pour
la position dans ’espace et un, discret, pour le spin. Ayant choisi une direction pour
quantifier le spin, on peut donc le décrire par une fonction d’onde.

11
Y(r,y,z0)€C 2y zeR oe{—57 (7.38)

La probabilité de trouver 1’électron au point x,y, z avec la projection ¢ suivant z
pour le spin est donnée par |¢(z,y, z;0)|>. Celle de trouver I'électron au point z, v, 2
avec un spin quelconque est > _|¢(x, vy, 2; a)|2 et celle de le trouver n’importe ou
mais avec un spin déterminé vaut [ d*7 ¢ (z,y, z; 0)|>.

Enfin, comme la probabilité de le trouver avec n’importe quel spin n’importe ou
vaut 1, on doit imposer la normalisation :

/d3F > (. z0)f =1 (7.39)

Question : Supposons qu’un électron soit décrit par une fonction d’onde ou la
variable spin est relative a la direction 2 :

U(z,y,2; 20) (7.40)

Comment s’écrit la fonction d’onde si I'on choisit une direction n pour quantifier
le spin ?
Réponse : la fonction d’onde ¥(x,y, z; Zo) correspond au ket

W) =3 [ @ vy 50 @ |20 (7.41)
Par définition, la fonction d’onde ¢ (x,y, z;no) est donnée par :
(x,y, 2z00) = (7@ (hol])|)
=S / B (!, s 20 ) (e 20) (7.42)
=y / &Pri (2, 25 208 (F — ) (ho| 2o (7.43)

= Y U(x,y, 2 20) (Ro|20”)
= (o|((@,y,z 2 DT + ¢y, 22 1)|2 1) (T.44)
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Autrement dit, ¥ (x,y,z;n 1) et ¥(x,y,2; 7 |) sont les composantes dans la base
{In 1), |n 1)} duket ¥(z,y,2;2 T)|2 1) +(x,y,2 2 |)|Z2 |). Or, d’apreés le calcul sur
les rotations, ces composantes sont données par :

(z,y, 21 T) _ i5-a/2 ( U(z,y,z;m 7T) )
( Y(z,y, 20 ]) ) © O(x,y, zm |) (7.45)

Cette propriété améne a préférer dans certains cas représenter la fonction d’onde
d’un électron par un vecteur colonne

(tev=il) 7.0

appelé spineur

Application : supposons qu'un électron soit dans un état ¥ (x,y, z; Zo). Quelle est
la probabilité de le trouver au point x, y, 2z avec une projection ;i dans la direction n 7

Réponse : si @ désigne la rotation pour passer de Z a n, elle est donnée par
| (x,y, z;7 1)|?, qui s'obtient & partir de 1 (z,y, z; 20) a l'aide de 1’équation précé-
dente.

7.5.1 Moment cinétique orbital et spin

Comme le spin et les coordonnées sont des degrés de liberté, ils correspondent a
des observables qui commutent,

1S, =1[5.5=[5.L]=0 (7.47)

Chacun des opérateurs agit sur les degrés de liberté correspondants. Pour déter-
miner 'effet d’un opérateur faisant intervenir a la fois le spin et des degrés de liberté
spatiaux, il suffit de décomposer 1’état dans I'espace de Hilbert produit tensoriel et
d’appliquer les opérateurs sur les composantes respectives :

(Aspin @ Aom)[10) =Y / Erp(@,y, 20) Aos|7) @ Agyinor) (7.48)

Par exemple, 'opérateur rotation est donné par
e—ig-d'/h ® 6—ii-07/h (749)
que l'on peut écrire, puisque LetS commutent, sous la forme e=iJd/ hoou J =

S + L. Nous verrons au chapitre suivant que 'opérateur J est lui-méme un moment
cinétique appelé moment cinétique total.
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La théorie relativiste de 1’électron prédit que les moments cinétiques orbital et de
spin sont couplés. Dans le cas d’un potentiel central, le couplage s’écrit :

1 1dU, 5 -
(2m2c2 ;E) 5L (7.50)

C’est le couplage spin-orbite. Comment diagonaliser I’'opérateur L-S7 Cest I’objet
du chapitre suivant.
Remarque : ce couplage vient du fait qu’en relativité, une particule se déplacant

dans un champ électrique £ a la vitesse ¥ sent un champ magnétique % . Ce
champ se couple au spin, ce qui rajoute a ’'Hamiltonien un terme

- E = E
— m5.27/\ — ~ u5.17/\ — (7.51)
2me c mc c
Mais |e|E =VV = F;d—‘:
le] = _1dV 1 1 1dU. 5 -
Hso:_ ——— =\ - L 7.52
s mcSUArrdrec <m202rdr)5 (7.52)

En fait, il y a une autre contribution au champ magnétique égale a —% 17/(\:5 du fait
d'un autre effet relativiste.
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Chapitre 8

Addition des moments cinétiques

8.1 Introduction

On est trés souvent confronté & des situations ou un systéme posséde plusieurs
moments cinétiques. Il peut s’agir du moment cinétique orbital et du spin de 1'élec-
tron, il peut s’agir des spins du proton et du neutron dans un deutéron, il peut s’agir
des spins de plusieurs électrons situés sur des sites différents d’un cristal, etc.

En principe, on pourrait simplement travailler dans 1’espace de Hilbert produit
tensoriel des espaces de Hilbert des différents moments cinétiques :

J1j2 - mamg. ) = [Jim) @ [omeg) ® ...
AT T - (8.1)
avec Jz |,?zm2> - h’ jl(?l + 1)‘j2ml>
JE|jima) = himg|jim;)

Cependant, la somme de plusieurs moments cinétiques satisfait les régles de com-
mutation des moments cinétiques. En effet, comme les opérateurs relatifs & des mo-
ments cinétiques différents commutent entre eux, on a :

JE4Je 4 T+ T4 = [J5 I+ [JE T+ ...
= GRJ? +ihJE A+ ... (8.2)

Si on définit J = SV J;, on a donc :
[J* JY] = ihJ? (8.3)
On en déduit (voir moment cinétique orbital) que [J?, J 2 =0.
D’apres I'étude générale des moments cinétiques, les valeurs propres possibles de

ces opérateurs sont de la forme A2j(j 4 1) pour J2 et Am(m = —j,—j + 1,...,7)
pour J*.
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Or, il arrive souvent que les opérateurs individuels ne commutent pas avec 1’ha-
miltonien, mais que leur somme commute. C’est par exemple le cas si le systéme est
globalement invariant par rotation, mais qu ‘il contient des termes du type J Jk
En effet, J; - J;, = JETE+ JYJY + JFJE ne commute pas avec J{*. Par contre, T - T
commute avec Ji* + J'. Considérons par exemple J7 + J{.

(2 i J] =[5 PR+ LE I
ihJVTE — iR Y

2 T i) = JELIE )+ TR Y
ihJETY — iRV JE

= [J+ i Ji- D] =0
= [Jr+ g T ) =0
= D_Jr T =0 (8.6)

Ainsi, le moment cinétique total commute avec le produit scalaire de deux moments

cinétiques. 1l est donc trés utile en général de savoir construire des états propres de
J* et J2.

Dans le cas de 2 moments cinétiques, cette construction peut se faire de maniére
explicite. Comme il s’ agit d’un cas particulier trés important (moment cinétique
total L 4+ S d’un électron autour d’un noyau, spin total de deux électrons. . .), nous
le traitons dans le paragraphe suivant.

8.2 Addition de deux moments cinétiques

onsidérons deux moments cinétiques on peut considérer comme base de
C d d t t Ji, Jo t d b d
I’espace de Hilbert les états

|jij2mama) = [jim) ® [jama) (8.7)

D’aprés ce qui précéde, il doit étre possible de construire des combinaisons linéaires
qui soient états propres de J2 et J* de valeurs propres h2j (7 + 1) et hm(m =
—j,—j+1,...,7). Comme J* = Jf + J;, la plus grande valeur de m possible est
J1+ J2, et la plus petite —j; — jo. Par ailleurs, si un état est vecteur propre de J% de
valeur propres 7, il appartient & un ensemble de 2j + 1 états reliés entre eux par J*
et J~ et qu’'on peut repérer par m = —j,—j + 1,...,7 . Un tel ensemble d’états a
un et un seul représentant ayant une valeur donnée de m comprise entre —j et j. Si



8.2 Addition de deux moments cinétiques 115

on désigne par N(j) le nombre d’ensembles d’états différents ayant un j donné, et
par n(m) le nombre d’états différents ayant un m donné, on a donc, pour m >0 :

Ji+j2

n(m) = ZN(J')ZN(m)+N(m+1)+---+N(j1 + ja) (8.8)
dont on déduit aisément :
N(m) =n(m) —n(m + 1) (8.9)

Or n(m) est simplement égal au nombre de fagons de choisir m; et my tels que
my + ms = m. Supposons j; > jo. Il est commode de tracer le diagramme suivant :

my
A
mp= J2 — e . . . \!\ \l\\ \o\ \‘!‘
-------- m=J+J
> my
\ Sm=Jih -l
mp= —Jz — [ . o [ [ L) ° ‘b\ .
S m=J+h -2
T ? m:J1+J2 —32.]1—.]2
mi= -Jl mp= J]
On voit donc que
( . .
n(j1+j2) =1
n(ji+7j2—1)=2
n(jr—jo)=j1+jo— (1 —Jjo) +1=2ja+1 (8.10)

n(ji—j2—1)=2j+1

n(0 ou 1)=2j,+1

\
Or, N(m) = n(m) — n(m+ 1), donc

([ N@Gi+i—1)=1
Njp+j—2)=1
8.11
NG — ) =1 (S0
N(j1i—j2—1)=0
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Par ailleurs, il est clair que N(j; + jo) = 1. En effet, il y a un et un seul état tel que
J? = j1+Jo, & savoir I'état |j;jaj172 >. Autrement dit, il existe un et un seul ensemble
d’états de j donné pour |j; — j2| < j < ji1+Jo, et il n’y en a aucun pour j < |j; — Jaol.

Vérification : comparons les tailles des espaces de Hilbert. L’ espace produit ten-
soriel a (2j; + 1)(2j2 4+ 1) états. L’espace ayant 1 ensemble d’états de j donné pour
=G |Si<ii+iaUi+)+1)+ Q0 +5) -1+ -+ 20 —J5)+1)
états a bien :

201 +J2) + 1)+ 201 +J2) = 1)+ -+ (201 —J2) +1) = (21 + 1)(2j2 + 1) (8.12)

(voir la démonstration graphique ci-dessous).

2 I +1

e A

o----- *----- *---- R L, SRt o ---- *----- - *------ 2(J1+1) + 1

$ e D et SIS L 2(Ji+-1) + 1

21 +1 T : -
I B i R Ty T 20J1412-2) +1
¢ i . L Rt o ---- *----- - *------ 2(Ji-J) + 1
Conclusions :

Dans I'espace de dimension (2j;41)(2j2+41) engendré par les vecteurs |jjamima)
les valeurs possibles de j sont :

1 = Jals i — Ja + 1[5y J1 + J (8.13)
A chaque valeur de j correspond un et un seul ensemble d’états |[jm) :
J1®Ja =i —Jl ® (i — gl + 1) © - @ (j1 + j2) (8.14)

Cette propriété est I’analogue quantique du fait que si on fait la somme de deux
vecteurs j; et jo, le vecteur le plus long qu’on peut obtenir aura pour longueur
J1+ j2 (ce sera le cas si j1 et 32 sont paralléles et de méme sens), et le vecteur le
plus court qu’on peut obtenir aura pour longueur |j; — jo| (ce sera le cas si J; et j,
sont paralléles et de sens opposés).

8.2.1 Coefficients de Clebsch-Gordan

Désignons ces états par |jij2jm). Nous disposons désormais de deux bases de
I’espace de Hilbert. Le probléme est de les relier entre elles :

[1gadm) = > (j1gamamaljijagm)| 1 jamams) (8.15)

m1,mz , (m1+ma=m)
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Les coefficients (j;jamima|jijejm) s’appellent les coefficients de Clebsch-Gordan.

Relation d’orthogonalité : Comme (j1j25'm/|j1j2im) = ;5 Omms, o0 & :

> g m |1 jamama) (G jamama| jijagm) = 6 (8.16)

mi,m2

Pour j' = j et m’ = m, il vient :

) | (Jijemams|jijagm) |*= 1 (8.17)

mi,me , (m1+ma=m)
Cette relation sera utile pour fixer la normalisation.
Pour construire les coefficients de Clebsch-Gordon, le plus simple est de faire le

calcul de proche en proche en utilisant des régles de récursion trés simples. L’idée
de base est d’écrire :

Jt=Jr+Jr T =J0 +J5

Mais

T jijagm — 1) = hn/3 (G + 1) — m(m — 1)|j1jagm)
et

(jijomamal| ;T = (Jl_|]'1j27"”617"”b2>)T
= (h\/jl(jl + 1) — my(my — 1)|grgamy — 1my))T
= A0 + 1) — ma(my — 1)(jijama — 1my|

avec une relation similaire pour J; . L’identité
(rjemima|J T jujzgm — 1) = (jijemuma|Ji" + J [j1jajm — 1)

conduit & :

V(i +1) —m(m — 1) (jijamamaljijajm)
= Vi +1) = mi(my — 1) Grjoms — 1, maljijaj,m — 1)
+ V52(j2 + 1) — ma(mg — 1) (rjemams — gijeg,m — 1) (8.18)

Le méme raisonnement avec J~ conduit & :

V(i +1) = m(m + 1) (jijamimoljijaj, m)
= Vi + 1) = ma(my + 1) (rjomna + 1, malf1jag, m + 1)
-+ \/j2(]2 + 1) — m2(m2 + 1) <j1j2m1m2 + 1‘]1]2], m + 1) (819)
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Considérons ji, jo et j donnés. Les valeurs possibles de m, ¢’est-a-dire les valeurs de
m conduisant & un coefficient de Clebsch-Gordan non nul, sont simples & représenter
sur un graphique. Dans ce graphique, chaque point noir représente un coefficient

(j1j2mima|j1je2gm) non nul :

my
A
X
. . . . ° . \b\ o (mi=j1 5 ma=j-j1)
. . . . . . . o
. . . . . . . .
. —i
o . . . . . . .

Considérons un triangle,

my-1, mp ﬂ mj, mp
mj, mp-1
D’aprés la premiére relation de récursion, si on connait deux coefficients, on
connait le 3°¢. De méme, considérons le triangle

m, m2+1
mp, mp h mi+1, my

D’ aprés la deuxiéme relation de récursion, il suffit de connaitre deux des coeffi-
cients pour connaitre le 3°™¢. Comme tous les coefficients a 'extérieur des valeurs
possibles s’annulent, tous les coefficients peuvent se déduire d’un coefficient du bord,
par exemple au point X. Si on choisit le premier coefficient réel, ils le seront tous.
Finalement, le premier coefficient est fixé en imposant la relation

Z \<j1j2m1m2\j1j2jj>\2 =1 (8-20)

mi,m2 , (ml +m2 :])

En pratique, ces calculs sont rapidement inextricables, et ces coefficients sont
tabulés pour toutes les valeurs physiquement pertinentes du spin. Dans certains
cas, un calcul plus simple que la méthode précédente est néanmoins possible. Par
exemple, si j = j; + jo, U'état |j1j27 m = j) est simplement le produit tensoriel des
états |71 mq = ji1) et |jo ma = j2), et I'application successive de J~ et de J; +.J; sur
ces ¢tats conduit directement aux coefficients de Clebsch-Gordan (voir exercices).



8.3 Application : ’électron dans un atome 119

8.3 Application : I’électron dans un atome

L’hamiltonien décrivant un électron autour d’un noyau s’écrit :
H=Hy+A\L-S (8.21)

ou Hy est la partie de ’hamiltonien qui ne dépend pas du spin. Comme L+, L™, L?
commutent avec Hy, AL-S commute avec Hj. On peut donc les diagonaliser dans une
base commune. Par ailleurs, L? commute avec Hy et AL - S. On peut donc classer
les états d’apres les valeurs de L2. Par contre, L* ne commute pas avec AL - S.
On est donc amené a chercher les états propres a l'intérieur d’un sous-espace de [
donné, mais en couplant différentes valeurs de m (bien entendu la partie radiale est
complétement découplée). Comme Hj est proportionnel a l'identité dans un sous-
espace de [ donné, il suffit de diagonaliser I'opérateur AL - S. Mais

= —

e N (Y

(E+ 3t 3

7 _’2__’2__’2:
[(L+5)*—L*— 57 5 5

1
- K2 .22

|~

On est donc amené a chercher les états propres et les valeurs propres de (E +
S)2. D’aprés le paragraphe précédent, elles sont de la forme h?j(j + 1) avec j =
}l — %} N % Pour | = 0, il y a une seule possibilité : j = % Par Sonzre, dés que
[ > 0,il y a deux possibilités : j = [ £+ % Les valeurs propres de L - S sont alors
données par :

S h? 3

2
j=1+1/2]:
1 3 3
(l+§)(l+§)—l(1+1)—1_l
I 1 N 1
= L-S|l,s,l+=,m)y="h"=|l,s,l + =,m) (8.23)
2 2 2
j=11/2 | (1>0)
3
(l—1/2)(l+1/2)—l(l+1)—1:—l—l
:>L-S|l,s,l—§,m):h2 5 |l,s,l—§,m> (8.24)

Vecteurs propres : On les trouve en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan.
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Casl=0,j=1/2:
(I, s,mima|l,s,j,m) = Opmym puisque my; =0 (I=0)

Cas | # 0 : Considérons le cas j = 1 + 1/2. Comme il n’y a qu’'un état avec
[+ 1/2 = m, on doit avoir :

1 1 1
_ _ —-Vy=1
<l’8’l72|l’83l+27l+2>
De méme,
1 1 1
l,s,—l,—|l,8,l+ =, -l —=)=1
< ) S? ) 2 | ) S’ + 27 2)
Pour —1 — L < m < [+ 1, il suffit d’utiliser les relations de récurrence une seule

2 2
fois pour relier les coefficients entre eux. En effet, la deuxiéme relation appliquée a

my = 3 relie directement (jijamimaljijaj, m—1) & (j1jamu + 1, malj1j2j, m) puisque
(j1jomima + 1|j1j2j, m) = 0. De méme, la premiére relation appliquée a my = —%
relie directement (j; jomima|jijaj, m) & (j1jomy — 1, malj1jed, m).

Or,sijlzl,j:l+%etm:m1+%,ona

3 1 3
j(j—l—l)—m(m—l):l2+2l—l—1—m2—m:(l+m+§)(l—m+§)
et
. . 2 2 3 3 1
A+ —mi(m+1)=F+1-m —Z+2m:(l—m+§)(l+m—§)

Ainsi la deuxiéme relation conduit a :

3 1 1 [+m—1/2 11 1
hsm =g —plhsltgm=1 =\ b sm = yalhsttgm

ou encore

11 1 l+m+1/2 11 1
l — = Z|lsl+= :,/71 — |l s+ = 1
(l,s,m 2,2\,5, +2,m> l+m+3/2<,s,m+2,2\,s, +gemt )

Cette relation peut étre réutilisée jusqu’a ce que le dénominateur soit égal a [ + (I +
1 1
RS

1

11
<Z,S,m— §,§\l,s,l—|—§,m>

l+m+1/2 [l+m+3/2 1 11
et <lusul7_|l787l+_7_>
l+m+3/2\|l+m+5/2 20 +1 2 2 2
I +mH+1/2
B 20+1
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Les relations générales sont :

1 1 1 HE+tm+1/2
<l,$,m—§,i§|l,$,l+§,m> = % (825)
1 1 1 [lFm+1/2
- 4= J—— = — 2
(l,s,m 5 2|l,s, 2,m) T ST (8.26)

8.3.1 Structure fine de ’atome d’hydrogéne

En raison du couplage spin-orbite, un niveau [ # 0 est donc séparé en deux
niveaux :

J=L +1/2
L ¢ ARILR2

_—
N

. ¢ AR (L+1)/2
J=L-12

C’est ce qu'on appelle la structure fine de 'atome d’hydrogeéne.
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Chapitre 9

Symétries

9.1 Introduction

L’utilisation des propriétés de symétrie joue un role central dans la formulation et
dans la résolution de nombreux problémes en mécanique quantique. Nous en avons
déja vu de nombreux exemples. La résolution du mouvement d’une particule dans un
potentiel coulombien a notamment été considérablement simplifiée en remarquant
que 'hamiltonien du systéme commutait avec L* et [2. Ce chapitre présente une
approche unifiée de la notion de symétrie et de ses implications dans différents do-
maines.

Commencons par une définition générale. En physique, on appelle opération de
symétrie toute transformation d’une quantité qui ne change pas certaines de ses
propriétés. Par exemple, la translation globale d'un ensemble de points matériels
classiques en interaction ne change pas ’énergie d’interaction (a condition que celle-
ci ne dépende que de la position relative des particules). C’est donc une opération
de symétrie.

En mécanique quantique, la transformation d’une observable est appelée opération
de symétrie si elle ne change pas son spectre de valeurs propres. Ce sera le cas si la
transformation

A— f(A) (9.1)

peut se mettre sous la forme
f(A) = Uf_lAUf Uy : opérateur linéaire (9.2)
En effet, les valeurs propres de f(A) sont déterminées par I’équation

[f(A) = Al| = |U;'AU; — M|
= |[A=X|=0 (9.3)
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si A est valeur propre de A.

En mécanique quantique, seules les valeurs moyennes des observables dans des
états de ’espace de Hilbert ont une signification. De méme que I’évolution temporelle
peut étre décrite du point de vue de Heisenberg comme 1’évolution des observables
ou du point de vue de Schrédinger comme une évolution des vecteurs d’états, il est
logique d’imposer qu’une transformation puisse se faire de fagon équivalente sur les
vecteurs d’états. Désignons alors par U + I'opérateur correspondant a la transforma-
tion 5

fiow) - Uilw) (9.4)

I1 faut que la valeur moyenne de toute observable dans tout état ait la méme valeur
quel que soit le point de vue qu’on adopte. Ainsi, on doit avoir

(U|U; AU W) = (U9 A|UW) (9.5)
Mais (U0 = (0|0,
- P
— (U|U; AU W) = (U, AU;| D)

—U=U; et U =U;! (9.6)

Ainsi 'opérateur U; doit étre tel que U fT =U; . Autrement dit, une opération
de symétrie peut étre décrite en mécanique quantique par un opérateur unitaire U.
Elle peut étre décrite de deux fagons :

1.
A — UTAU : point de vue passif 9.7)
|¥) inchangé '
2.
|¥) — U|W¥) : point de vue actif
: (9.8)
A inchangé

Si un opérateur S est hermitique, I'opérateur U = € est unitaire. En effet,

Ul = e et UUT = e = 1. De trés nombreuses opérations de symétrie

peuvent étre représentées par un opérateur de la forme ™.

Nous avons donc démontré qu’'un opérateur linéaire et unitaire pouvait représenter
une opération de symétrie. Inversement, on peut 1égitimement se demander quel type
d’opérateur est susceptible de représenter une opération de symétrie. De ce point de
vue, le critére adopté est en général que les probabilités soient conservées. Autrement
dit, si une opération est décrite par :

|¥) — U[Y) (9.9)
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il faut que
(UUD)[* = |(¥]D)|* (9.10)

Wigner a démontré un résultat général (connu sous le nom de théoréme de Wigner)
selon lequel les opérations de symétrie ne pouvaient étre représentées que par deux
types d’opérateurs : les opérateurs unitaires (voir ci-dessus) et les opérateurs anti-
unitaires, c’est a dire les opérateurs K satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

1. K est antilinéaire :

K(|0) +[®)) = K[¥) + K[®)

K(c|¥)) = cK(|¥)) (9.11)

(KUIK®) = (U[®)" (= (g]V)) (9.12)

Parmi les symétries couramment rencontrées en physique, seule l'opération ren-
versement du temps est représentée par un opérateur anti-unitaire (voir ci-dessous).
Toutes les autres opérations sont représentées par un opérateur unitaire.

9.2 Les symétries fondamentales

Dans cette section, nous allons passer en revue les transformations d’espace et de
temps fondamentales en mécanique quantique non relativiste, et nous allons établir
la forme de 'opérateur qui leur est associé.

9.2.1 Transformations d’espace

En mécanique classique, une transformation d’espace correspond a une fonction
des coordonnées :

7 — f(7) (9.13)

D’aprés le principe de correspondance, la méme transformation en mécanique quan-
tique doit étre décrite par
7 — f(7) (9.14)

Mais cette transformation doit pouvoir se décrire par une transformation unitaire :
f(7) = U} 7 U; (9.15)
Si 'on adopte le point de vue "actif", les kets sont transformés selon :

0) — U |0 (9.16)
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Lemme :

Uslit) = 1£ (%)) (9.17)

Démonstration :

& = UIFU;
= U = Uif@)
= TUfl) = Upf(Ir5)

(
= Uf(r0)lro)
= f(r0)Uslro) (9.18)

Uy (7,) est donc vecteur propre de 7 de valeur propre f(rgp). Mais, par définition
des vecteurs propres de 7 on a :

FIF0R) = FOOIF () (9.19)

On peut donc prendre Uy|rg) = | f(7()) (avec un choix de phase a la clé).

Proposition : dans une transformation définie par ¥ — f(7), la fonction d’onde se
transforme selon

U(7) — () (9.20)
Démonstration :
¥) — Us|¥)
U(F) = (A¥) — (AUL) = (U7)T®)
Mais

1710 = Uy 7
En effet, par définition,

=D

FHf) =
et N R R
Uff(f“)U} = UfU} 7 UfU} =7

Ainsi, d’aprés le lemme,

Ufly = £
= (AUY) = (1)) = v (). (9:21)

Conclusion : dans une transformation ¥ — f(7) , la fonction d’onde se transforme
suivant U(7) — U(f~1(7)).
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Translations

Considérons une translation par a d’un systéme a un degré de liberté :
T—T+a
On cherche un opérateur 7'(a) tel que
T'(a) 2 T(a) =% +a (9.22)
En multipliant a gauche par T'(a), il vient :
[z, T(a)] = aT'(a) (9.23)
Calculons T'(a)|x). D’aprés ce qui précéde, on a :

(ZBT( ) = T(a)2)|z) = aT(a)
2T (a)|z) — 2T(a)|lz) = aT(a)|z)
(T(a)lz)) = (z+a)T(a)|)
= T(a)lx) = |xr+a) (9.24)

z)

modulo le choix d'un facteur de phase. On retrouve le résultat général précédent.
On en déduit notamment que

U(z) = (2T(a)|¥) = (T(a)'|2))'|¥)
= (z—a|¥) = U(z - a) (9.25)

Notons au passage que les opérateurs 7T'(a) forment un groupe. En particulier,

T(a)T(b) = T(b)T(a) = T(a +b).

Essayons maintenant de trouver une forme explicite de l'opérateur T'(a). Pour
cela, considérons une translation infinitésimale T'(J), et faisons un développement
limité de T'(0) :

T(6) =1—i6K + O(5?) (9.26)

Le facteur —1 est conventionnel, mais le choix d’un facteur 7 est intéressant car il
conduit & un opérateur K hermitique. En effet, T'(4) étant unitaire, on a :

TT(0)T(6) =1
soit
1—i0K +i0K'+0(8*) =1
Reportons ce développement limité dans la relation [z, T(a)] = aT'(a). 11 vient :
[2,1—i0K] = 61+ O(6%)
~[3,K] = il (9.28)
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On en déduit le résultat trés important suivant :

K =

Sy

(9.29)

Enfin, comme les translations commutent entre elles, on peut décomposer une
translation finie en produit de translations :

T(a) = T(a/N)¥
_ [Il—z'gK%—O(%)]N

N
Mais
lim 145 £ O(— )V = e (9.30)
N—oo N N2 N '
En effet,
lim (1 + %+ O(-o)M = Jim NIn[l 4% + O(—)]
N TN N? TN TN N2
. x 1
= lim N(ﬁ + O(m))
=
Ainsi,
T(a) = exp(—iap/h) (9.31)

On dit que 'opérateur p est le générateur des translations.

La généralisation a 3 dimensions est immédiate. La translation par un vecteur @
est définie par

T@ 7T@) =r+a (9.32)
L’opérateur T'(a) vérifie
T(a)|r) = |+ a) (9.33)

De fagon explicite, il peut s’écrire :

T(a@) = exp(—id - p/h) (9.34)

Pour s’en convaincre, le plus simple est de décomposer T'(@) suivant les 3 directions
de I'espace :
T(a) = T(ayty)T (ayt,)T(a1s) (9.35)

et d’utiliser le résultat obtenu & une dimension. Comme les composantes de 1'opé-
rateur impulsion p,, p, et p., commutent, le produit des exponentielles est égal a
I’exponentielle de la somme, d’ou le résultat annoncé.
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Rotations

Considérons désormais une rotation Rz d’angle o = ||@||. L'opérateur décrivant
cette rotation en mécanique quantique est défini par

RI (@) 7 R(&) = Ra(7) (9.36)
D’aprés les formules générales de transformations d’espace, cet opérateur agit selon
R(@)|r) = [Ra(r)) (9.37)

Pour trouver sa forme explicite, considérons & nouveau une rotation infinitésimale.
D’aprés ce qu’'on a vu sur la rotation des spins, on a :

Rsi(7) = 7+ 61 AT+ O(6?) (9.38)
ol 71 est un vecteur unitaire. Nous cherchons 'opérateur R(d7) sous la forme

R(67) = 1 — i6 K 4+ O(6%) (9.39)

D’aprés la définition de R(d), on a :

FR(&) = R(&)Ra(7) (9.40)
d’on, d’aprés 'équation (9.38) :
[7, R(67)] = R(67)07 AT+ O(8%) = 6it AT+ O(6%) (9.41)

Le commutateur avec une composante z; de %s’écrit :
KA

(@, R(O7)] = 6(7i AT); + O(6?)

don —i[z;, K] = (ﬁ/\%)z
soit  [T3, K] = i€i*n;z (9.42)

Or nous avons vu lors de I’étude du mouvement central que le moment cinétique
satisfaisait les régles de commutation

[Li, 53] = ihe* 5,
L-7.5) = ihend,

Oou encore
[@,Eﬁ] = ihe"n;,

On peut donc choisir :

=~
3!

= ;

(9.43)
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En écrivant R(@) = R(£)", et en prenant la limite N — +oo , il vient :

S~

a -

R(a) = exp(—i ;

) (9.44)

On retrouve le résultat établi lors de I’étude de la rotation du spin. On dit que le
moment cinétique est le générateur des rotations.

NB : on aurait pu rajouter a L n’importe quelle fonction de Z. Si on impose la

condition que p se transforme avec le méme générateur, le seul choix possible est L.

Parité

C’est 'opération qui consiste a inverser le signe des coordonnées :
r— =7 (9.45)
L’opérateur associé, en général noté 11, est défini par
) = | - 7) (9.46)
On en déduit que I12 = 1. Les fonctions d’onde se transforment suivant :
U(z,y,2) = V(—x,—y,—2) (9.47)

La transformation II conserve le produit scalaire. En effet,

/W(ﬁ@ (1_/'

IT est donc unitaire : II" = II7'. Comme II?> = 1, on en déduit II" = II. Les
opérateurs se transforment donc suivant :

xwmwmn_/wmwmﬁ* (9.48)

A-TAT (9.49)
Pour 7, on s’attend a trouver :
HrIil=-r (9.50)
Et en effet, on a :
NP7 = 7| —f) = —f | — 7)) = —7 | )
= IIrll = —r (9.51)
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De méme , II p'II = —p. Démontrons le pour une composante :

5] = ih
I[EpI = ik
TIZTI TIpI — [pI 21 = 4k
7, 1pl) = —ih
Ml = —p (9.52)

Par contre, le produit Z;p; ne change pas de signe. En effet,
z;p;Il = Mz T Hp;IT = (=) (=p;) = Zip; (9.53)
On en déduit que le moment cinétique est invariant :
NLI=L (9.54)
Les vecteurs qui changent de signe dans une opération de parité sont appelés vecteurs
polaires. Ceux qui ne changent pas de signe sont appelés vecteurs axiauz.
9.2.2 Renversement du temps

Il arrive souvent que le lagrangien soit indépendant du signe de ¢

Lcl(da Q> = Lcl(_q'7 Q) (955>
ou que le Hamiltonien soit invariant par changement du signe de p':
H(r,p) = H(r, —p) (9.56)

Dans ce cas, si le couple (7(t),p(t)) est solution, le couple (7 (t) = 7(—t),p/(t) =
—p(—t)) est également solution.

Démontrons le dans un cas simple : Soit ¢(t), p(t) une solution des équations de

Hamilton :
q(t) = 0 H (q(t), p(t))
{p(t) — 0 H(a(t), p(1) 90
et supposons que H(q, —p) = H(q,p)
— —0yH(q, —p) = %2 H(q,p) (9.58)

Démontrons que {G(t) = q(—t),p(t) = —p(—t)} est solution. Les équations de Ha-
milton appliquées au temps —t donnent :

{q(—t> = Oy H(q(~t), p(~1))

p(—t) = =0 H(q(—t), p(—t)) (9.59)
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Mais

Ainsi,

é(t) = 02 H(q(t),p(t))
p(t) = —01H(q(t),p(t)) CQFD

On est donc naturellement amené & considérer la transformation définie par :

ou, de facon équivalente :

Proposition : La transformation € est antilinéaire.

Démonstration : D’apreés les transformations de 7 et p’,

07, pil0" = 0Tp0 " — 0p;E0 "
05,07 050" — 05,0 05,0~
= Ti(=D;) — (=p;) %
= —[% )] (9.60)

Calculons (®|0[z;, p;]| V) de 2 fagons.
(PIO[zi, pi]| V) = (®|0in| V) (9.61)
mals aussi

(®[6[7:, pi]| W) = (|6[7;,pi]0~"0]P)
= (@[ — [z, pi]O| V)
— (D] — iho| )
= 0i|0) = —i0|T) (9.62)
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La transformation 6 est donc antilinéaire. D’aprés le théoréme de Wigner, elle doit
donc étre anti-unitaire.

Cherchons maintenant une forme explicite de la transformation 6. D’aprés
0170 =7, on a R R
m0|ro) = 0rlro) = Oro|ro) = 700|70) (9.63)

Donc 6|7 est vecteur propre de %, de valeur propre 7. Si on fait le choix de phase
0|r) = |r) (9.64)

la transformation est parfaitement définie. En effet, comme elle est antilinéaire, on
a

Oc|ry = c*|7) (9.65)
Du coup, pour un ket |¥) donné par

vy = / 4F (7)) (9.66)

il vient :
o) = [ arw (o)

soit

o|U) = [T (9.67)

Cette transformation vérifie bien la deuxiéme propriété des transformations anti-
unitaires :

(OV)|0D) = (VU|P)* (9.68)
Enfin, notons la loi de transformation du moment cinétique :
'L O=—L (9.69)

qui découle de celles de 7 et E'et de la définition L = 7 A 5’

9.2.3 Evolution temporelle

Nous avons déja vu que si 'hamiltonien était indépendant du temps, 1’évolution
temporelle (que I'on peut considérer comme une translation dans le temps) pouvait
étre représentée par un opérateur d’évolution

U(t, to) = e~ #H(E-t0) (9.70)

Du point de vue de Heisenberg (ou point de vue passif), ce sont les observables qui

sont transformées : R R
Ap(t) = Ul (t, o) AU(t, to) (9.71)
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Du point de vue de Schrédinger, ce sont les vecteurs d’états qui sont transformés :
(W (1)) = U, t0))[¥(to)) (9.72)

D’aprés la forme de 'opérateur d’évolution, on voit directement que 1’hamiltonien
est le générateur des translations dans le temps, ce qui découle aussi de :

dAy 1 -~
—— == [An, H] (9.73)

9.3 Invariance et lois de conservation

La premiére application de ces considérations de symétrie, et probablement la plus
importante, est celle ot I'hamiltonien est invariant par une opération de symétrie.
Par exemple dans un potentiel central, 'hamiltonien est manifestement invariant
par rotation. De fagon générale, cette invariance se traduit par le fait qu’il existe un
opérateur K (et méme une famille d’opérateurs dans le cas des symétries continues)
tel que

K'HK=H & [H,K]|=0 (9.74)

De fagon tout a fait générale, cette relation implique que si |®) est état propre de
H, K|®) l'est aussi. En effet, si H|®) = E|P),

HK|®) = KH|®) = KE|®) = EK|®) (9.75)

Ainsi, si K|®) n’est pas proportionnel & |®), la valeur propre E est dégénérée. Si
I'opérateur K est diagonalisable cela implique qu’on peut diagonaliser H et K dans
une base commune.

Enfin, si K est hermitique, cela implique qu’il correspond & une quantité conservée.
De ce point de vue, les différentes symétries présentées dans la section précédente
(parité, renversement du temps, translations, rotation) se séparent naturellement
en deux classes : les symétries discrétes et les symétries continues. Etudions les
conséquences de I'invariance de 'hamiltonien dans ces différents cas.

9.3.1 Symétries discrétes

Ce sont les symétries qui n’engendrent qu’un nombre fini de transformations.
Parmi les symétries précédentes, il s’agit de la parité et du renversement du temps.
Mais en physique du solide, ce cas comprend aussi toutes les symétries du groupe
ponctuel (plans miroirs, axes d’ordre n, etc...). Regardons de plus preés les deux cas
pour lesquels nous avons établi la forme des opérateurs.
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Renversement du temps

Dans ce cas, I'opérateur 6 n’est ni hermitique, ni unitaire. Par contre, il peut
conduire dans certains cas a une dégénérescence. Ce sera le cas pour les états propres
de H tels que 0|®) ne soit pas proportionnel a |P).

Pour préciser dans quels cas on peut s’attendre a trouver une dégénérescence, remar-
quons tout d’abord que 6% ne change pas le systéme. II doit donc étre proportionnel
a identité a un facteur de phase pres :

6? = 1 (9.76)

Proposition : € = +1

Démonstration : considérons 2 kets |®,) et |®,). D’aprés anti-unitarité de 0, il
vient :

(0D,|®y) = (0D|0°®,) = (0| D,,)
(0D, ]0°Dy) = (0D, |Dy)

€2ia = 1
e = +1 (9.77)
Si e’ = —1, on a alors :
<9q>a|q>b> = _<9(I)b|q>a> (978)
En prenant |®,) = |®;), on en déduit que
(0P|D) =0 (9.79)
Si laction de la symétrie renversement du temps est telle que 62 = —1, les états

propres de I’hamiltonien sont dégénérés. Cette propriété est appelée dégénérescence
de Kramers.

Dans le cas du mouvement d'une particule sans spin, le choix 0|¥V) = |¥*) im-
plique bien str que % = 1. Il n’y a donc pas dégénérescence de Kramers.

Considérons par contre le cas d’un moment cinétique quelconque J. Par renverse-
ment du temps, J est transformé en —J. On a donc :

0.0% = —J%0
0.7 = —J*0
0.0 = —J%

07 = 0(J,+iJ,) =0J, —i0J, = —J,0+iJ,0
0J7 = —J0 et 0J =—J%0 (9.80)



136 Symeétries

Soit |7, m) une base de vecteurs propres de J% et J7. Avec la convention h = 1,ona
donc : J?|j,m) = m|j,m). D’aprés les régles de transformation, il vient :

0|7, m) doit donc étre proportionnel & |j, —m). Posons

0lj,m) = 0|5, —m) (9.82)
On a alors :
J0lj,m)y = eIt —m)
e /§(G +1) = m(m —1)]j, —m +1)
Mais J10 = —0J,
JrOlj.m) = —0J7|j,m)

= —0V/j(j +1) —m(m —1)|j,m—1)
= —@Om=D /54 1) — m(m — 1)|j, —m + 1) (9.83)

On doit donc avoir
pialim) _ _ gia(jm—1) (9.84)

ces relations sont en particulier satisfaites si on choisit
elolim) — eiﬁ(j)(_l)j—m (9.85)
On a donc :

Oljm) = PO =1y, —m)
0°lj,m) = 0(6]5,m))
e~ B0 (—1)I=meB) (—1)7+™| 5 m)

0%1j,m) = (=1)¥]j,m) (9.86)

Si j est entier, 82 = 1, et on a pas de dégénérescence de Kramers, en accord avec nos
conclusions sur le moment cinétique orbital. Par contre, pour les moments cinétiques
demi-entiers et en particulier pour un spin %, il doit y avoir une dégénérescence
d’ordre 2 si 'hamiltonien est invariant par renversement du temps, donc dans la
transformation J = —.J. Pour 'électron dans un potentiel coulombien, I’hamiltonien
est invariant par renversement du temps, et les niveaux sont deux fois dégénérés. Par
contre, en présence d’'un champ magnétique, le terme —gH B9 - B brise Dinvariance

par renversement du temps, et la dégénérescence est levée. C’est [’effet Zeeman.
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Parité

L’opérateur parité II est un opérateur linéaire qu’on peut facilement diagonaliser.
Comme II? = 1, ses valeurs propres sont 1, et a partir de n’importe quel ket
de l'espace de Hilbert qui n’est pas vecteur propre de II, on peut construire deux
vecteurs propres de II :

D) = (o) +11j0) (9.87)
@) = |®)—TI|®) (9.88)
IIs vérifient en effet
jd,) = |Py) état pair
je_) = —|P_) état impair (9.89)

Si ’hamiltonien est invariant dans une opération de parité, on peut donc chercher
les états propres séparément dans les sous-espaces des états pairs et des états impairs.

Exemple : mouvement d’une particule dans un potentiel central. La transformation
de parité ¥ — —7"laisse 'hamiltonien invariant. Les solutions doivent donc avoir une
parité bien définie. Comme la parité laisse L invariant, L commute avec II, et on
doit pouvoir les diagonaliser dans une base commune. C’est effectivement le cas. En
coordonnées sphériques, la parité correspond & la transformation

(T7 97 (b) = (T7 ™= 97 ¢ + ﬂ-) (990>
et on peut vérifier que les harmoniques sphériques sont paires si [ est pair et impaires
si [ est impair.

9.3.2 Symétries continues

Dans le cas des translations ou des rotations, nous avons vu que les opérateurs
N . L . . K-
se transforment a ’aide d’opérateurs unitaires de la forme en®? pour les transla-

tions et endL pour les rotations. En fait, on peut démontrer que pour tout groupe
d’opérateurs unitaires dépendant d’une variable continue « et satisfaisant la relation

Ular + ag) = U(ay)U(a) (9.91)
il existe un opérateur hermitique T tel que
U=e ot (9.92)

L’opérateur T s’appelle le générateur (infinitésimal) du groupe. Nous reviendrons
plus tard sur 1'utilisation systématique de la structure de groupe.
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Si ’hamiltonien est invariant par les transformations U(«a), on a :

U'(a)HU(a) = H
d'oun [H,U(a)] = 0 pour tout a (9.93)

Pour que les transformations U(«) forment un groupe, elles doivent contenir U(a =
0) = 1. Faisons un développement limité de U(a) autour de o = 0. Il vient :

Ula) = 1—iaT +0(a?)
)| = —ia[H,T]+0(?*) =0
= [H,T) =0 (9.94)

Pour les symétries continues, il existe ainsi un opérateur hermitique, donc une ob-
servable, qui commute avec I’hamiltonien. Autrement dit, le générateur de la trans-
formation est une quantité conservée.

Exemples : si ’hamiltonien est invariant par translation, [H, P;] = 0. Si 'hamilto-
nien est invariant par rotation, [H, L;] = 0.

Comme un opérateur hermitique est toujours diagonalisable, il en résulte qu’on
peut diagonaliser H et le générateur de transformations qui laissent H invariant
dans une base commune. S’il y a un seul générateur, c’est bien siir lui qu’on va
utiliser. Par exemple, en dimension 1, on peut utiliser p comme générateur, ce qui
conduit aux fonctions propres e?*/" c.a.d aux ondes planes. Mais s'il y plusieurs
générateurs, il faut distinguer deux cas, illustrés par les translations et les rotations.

Translations : il y a 3 générateurs p,, p,, D.. Ils commutent entre eux. Du cou

L1a481ablle sy Py 9
si I'hamiltonien commute avec p, on peut le diagonaliser dans une base commune a
Pi, Py, Pe- Ce raisonnement conduit aux ondes planes e?7/%,

Rotations : il y a aussi 3 générateurs ﬁx, ﬁy, ﬁz, mais ils ne commutent pas entre
eux. Du coup, on ne peut & priori utiliser quun seul de ces générateurs a la fois.
En réalité, I'une des composantes commute aussi avec E2, et on peut par exemple
diagonaliser H dans une base commune a L, et L2. Cest ce que nous faisons pour
le cas de la particule dans un potentiel central. La présence de générateurs qui
ne commutent pas entre eux est a l'origine de dégénérescence s’ils commutent avec
I’hamiltonien. Dans le cas des rotations, si l'on a utilisé L, et E2, L7 et L™ engendrent
en effet des états de méme énergie s’ils n’annulent pas le vecteur sur lequel on les

applique.
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9.4 Eléments de théorie des groupes. Représenta-
tions

La succession de deux ou plusieurs opérations de symétrie est encore une opé-
ration de symétrie. L’ensemble des opérations de symétrie que 'on engendre par
application successive de ce principe constitue en général un groupe.

Rappel : un groupe est défini par les régles suivantes :

1. Le produit de deux éléments du groupe est un élément du groupe : a,b, € G =
ab € G.

2. Le produit est associatif : a(bc) = (ab)c.

3. Il existe un élément neutre e € G tel que ea =ae =a (¥ a € G).

4. Chaque élément a un inverse noté a~! tel que aa™! = a~la = e.

Le groupe est dit commutatif si ab = ba (V a,b). Il est dit fini s’il posséde un
nombre fini d’éléments. Il est dit discret si le nombre d’éléments est fini ou dénom-
brable. Il est dit continu sinon.

Exemples :

1. L’opérateur parité II constitue avec I'identité 1 un groupe d’ordre 2 : [ = 11,
12 = 1.

2. L’ensemble des translations forme un groupe continu :

-

T(@)T(b) =T(G@+b)
T(@)™' =T(-a) (9.95)

3. L’ensemble des rotations forme un groupe continu. En effet, le groupe des
rotations dans R?® est isomorphe au groupe SO(3) des matrices orthogonales
(II" = ') de déterminant égal a +1, et le produit de deux matrices de

SO(3) est une matrice de SO(3). Mais R(@)R(b) # R(d + b) car les différentes
composantes du moment cinétique ne commutent pas entre elles.

9.4.1 Représentation d’un groupe

On appelle représentation de dimension n d’un groupe tout ensemble de matrices
(nxn) isomorphe au groupe et tel que si R(a) désigne la matrice associée a 1'élément
a du groupe, on ait :

R(ab) = R(a)R(D) (9.96)

Exemples : les matrices de SO(3) forment une représentation de dimension 3 du
groupe des rotations dans R3.
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Représentation irréductible

Si I'espace de dimension n dans lequel les matrices d’une représentation agissent
peut étre séparé en sous-espaces tels que toutes les matrices soient diagonales par
bloc, la représentation est dite réductible. Si c’est impossible, la représentation est
dite wrréductible.

Invariance et représentation

Supposons que H soit invariant par certaines opérations de symétrie, autrement
dit qu’il commute avec les opérateurs U(a) associés aux éléments a d’un groupe G.

[H,U(a)] =0 (9.97)
On suppose par ailleurs que U(ab) = U(a)U(b). Soit E une valeur propre n fois
dégénérée de H :
H|\U,) =E|Yy) , k=1...n (9.98)
Proposition : les matrices D(a) définies par
Dij(a) = (¥;|U(a)[¥;) (9.99)

forment une représentation de dimension n du groupe G.

Démonstration : Comme H et U(a) commutent, on a :

HU(a)| W) = Ula)H|Wy) = EU(a)|Vy) (9.100)

U(a)| W) est donc vecteur propre de H de valeur propre E. Il appartient donc au
sous-espace propre de valeur propre E et peut se décomposer dans ce sous-espace :

Ula)|0,) = Z ;) D,i(a) (9.101)

Appliquons une deuxiéme opération de symétrie :

U)U(a)|¥y) = Z U0)[9;)Djx(a)

J

= Z Z |W1) D (b) Dji(a)
= Y |w) ZDlj(b)Djk(a)

Mais comme U(b)U(a) = U(ba), on a aussi :

Ub)U(a)| W) = > [9)) Dy (ba) (9.102)
1
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on en déduit que :

Dye(ba) = Dyj(b)Dji(a) (9.103)

ou encore

D(ba) = D(b)D(a) CQFD (9.104)

Application : Si un hamiltonien commute avec les éléments d'un groupe, ses états
propres peuvent étre classés en fonction des représentations irréductibles auxquelles
ils appartiennent. La théorie des groupes permet de déterminer uniquement sur la
base des relations entre éléments du groupe les représentations irréductibles et la
facon dont les vecteurs associés & une représentation irréductible se transforment
par les éléments du groupe.

Exemple : la parité constitue un groupe avec 'identité : G = {1, II}. Ce groupe
posséde deux représentations irréductibles de dimension 1 : I'une correspond aux
états pairs, 'autre aux états impairs.

Représentation du groupe des rotations

Le groupe des rotations posséde des représentations irréductibles de dimension
20 + 1 construites sur la base des états propres |I,m) de L et L2. Cette affirmation
repose sur le résultat suivant :

Proposition :

i

I |e w9 m) =0 si 1A (9.105)

Démonstration : dans le sous-espace |l,m), on peut faire le changement de base
vers les états |I,m; @) qui sont états propres de L - @ et L% Mais :

L\ ;& O] ) (9.106)

,m; ) =€ h

autrement dit I'opérateur e=#dL pe change pas la valeur de [, CQFD.

Du coup les matrices
DY (R(&)) = (Im/|e” 7|1, m) (9.107)

constituent une représentation de dimension 2/ + 1 du groupe des rotations. On peut
démontrer que ces représentations sont irréductibles et que ce sont les seules.

9.5 Vecteurs, tenseurs et théoréme de Wigner Eckart

De méme qu’il est utile de classer les opérateurs vectoriels en vecteurs axiaux ou
polaires suivant comment ils se transforment vis-a-vis de la parité, il est trés utile de
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classer les familles d’opérateurs en vecteurs a 3 composantes et plus généralement
en tenseurs a 2/ + 1 composantes suivant la fagon dont ils se transforment vis-a-vis
des rotations.

9.5.1 Vecteurs

On dit que 3 opérateurs Ax,/iy,/iz constituent les composantes d’un opérateur
vectoriel (ou plus simplement d'un vecteur) A si, sous 'action d’une rotation définie
par @, on a :

RY@)AR(A) = RzA (9.108)

Exemple : d’apres la définition méme de R(@), on a : RN (@)7FR(d) = Rar. (2,7, 2)
constituent donc un vecteur.

Proposition : A est un vecteur si et seulement si il vérifie les régles de commutation
[A;, L] = ihe'd* Ay, (9.109)

Démonstration : D’aprés la démonstration faite pour établir la forme de l'opéra-
teur de rotation, on a :

erdlpe—ral R&(%)
& [y, L) = ihe"* iy, (9.110)

Or cette démonstration ne fait aucune hypothéses supplémentaires sur 7 Elle peut
donc étre étendue sans aucune modification & tout opérateur A = (A,, A,, A,).

Exemple : ﬁ' est un vecteur. En effet, nous avons vu a l'occasion de la résolution
de I’équation de Schrédinger dans un potentiel central que [p;, ﬁj] = iheFpy,.
9.5.2 Tenseurs

Un opérateur tensoriel (ou tenseur) de rang n est un ensemble de n opérateurs
T1,---,T, qui se transforment suivant :

R(@)TR(@) ™ = TiDi(Rz) (9.111)
!
ou les matrices Dy (Rz) constituent une représentation du groupe des rotations.
Remarque 1 : C’est bien une généralisation de la notion de vecteurs. En effet, pour

un vecteur, on a :

R(&)AR(E) = RaA (9.112)
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ot Ry désigne la matrice SO(3) décrivant la rotation définie par & en coordonnées
cartésiennes. On en déduit :

~ ~

R(&)R(A) TAR(A)R(A) ™" = RyR(&)AR(&)™

A= RzR(&)AR(a)™! (9.113)

R@AR@™ = Y4 (R&)ji (9.114)

Remarque 2 : Cette convention pour définir les tenseurs vient d’un autre point de
vue, celui des transformations canoniques. Par analogie avec la mécanique classique,
une transformation canonique est une transformation qui ne change aucune propriété
du systéme. Une telle transformation consiste & changer simultanément les vecteurs
et les opérateurs. Mais si on change les vecteurs et les opérateurs a 'aide d'un
opérateur U :

|¥) — U[¥) (9.115)

on doit changer les opérateurs :
A— UAUT (9.116)
pour que les valeurs moyenne ne soient pas modifiées. En effet :

(U|A|W) — (UV|UAUT|UD)
= (V|UTUAUTU| W)
= (U]A]W)

Autrement dit, la transformation canonique associée a une opération de symétrie
est décrite par :

{M - U (9.117)

A = UAUt

Comme en mécanique classique, une transformation canonique bien choisie peut
considérablement simplifier le probleme.
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9.5.3 Tenseurs (sphériques) irréductibles de rang £ :

On appelle tenseur (sphérique) irréductible de rang k, le cas particulier de 2k +

1 opérateurs T} qui se transforment a l'aide de la représentation irréductible de
dimension 2k + 1 :

p®

mm/

(Ra) = (km'|e~"L/m o) (9.118)

autrement dit qui se transforment d’aprés :

k
R(A)TIR(@) ™" = > T D) (Rs) (9.119)
q=—k
Proposition :
[JZkaq] = quq
T, T = VR +1) —qlg+ DT (9.120)
o T = VE(E+1)—qlg— DT

Démonstration : Il suffit de considérer des rotations infinitésimales autour de z,y
et Z, et d’utiliser les éléments de matrice des composantes de L (voir exercice).

Proposition : Si A est un vecteur, les opérateurs :

A, —iA,
V2

constituent un tenseur irréductible de rang 1.

A, +iA,

, TP=A4, |, T'= %

= (9.121)

Démonstration : Cela découle de la définition d’un vecteur & 'aide de ses com-
mutateurs avec les composantes de L, et de la proposition précédente (voir exercices).

L’intérét de définir des tenseurs réside dans le fait que les éléments de matrice
d’un tenseur se factorisent en le produit d’un coefficient de Clebsch-Gordan, et d'un
facteur qui ne dépend pas des nombres quantiques relatifs a L, :

/[T Lim) = (Ghmaliki'm’) (G| Tel|5) (9.122)

ol le premier facteur du membre de droite est un coefficient de Clebsch-Gordan, et
le deuxiéme, appelé élément de matrice réduit, ne dépend ni de m, ni de m/, ni de
q. Ce résultat est appelé théoréme de Wigner-Eckart. Il permet de simplifier consi-
dérablement 'analyse des propriétés de nombreux opérateurs vu que les coefficients
de Clebsch-Gordan sont tabulés. En particulier, on déduit aisément des propriétés
de Clebsch-Gordan que (j'm/|T}|jm) = 0 sauf si :

m =m-+q
{U—Jﬂsks3+f (9.123)
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La premiére condition découle directement des propriétés des coefficients de Clebsch-
Gordan. La deuxiéme condition vient du fait que (jkmg|jkj'm’) = 0 sauf si :

j—k<y
li—kl<ji<j+k & k—j<j
J<ji+k
k>j—4

& E<j+j
k>3 —3j

& [-Jl<k<i+) (9.124)

La démonstration du théoréme de Wigner-Eckart sera faite en devoir.

Proposition : A partir de deux vecteurs Aet B , on peut former 3 tenseurs sphé-
riques irréductibles de rang 0,1, et 2 :

rang 0 — A.B (9.125)

rangl — AAB (9.126)

rang 2 — (A1By+ AsBy, A1 B3+ A3By, AyBs + A3Bs,
A1B) — AyB,, 3A3B5 — A.B) (9.127)
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Chapitre 10

Méthodes d’approximation 1 :
Problémes indépendants du temps

Il existe de nombreux problémes - I'immense majorité! - pour lesquels on ne sait
pas trouver exactement les états propres et les énergies propres de I’Hamiltonien.
Différentes techniques approximatives existent permettant néanmoins d’obtenir des
informations pertinentes.

10.1 Approche variationelle

L’idée de base de cette méthode repose sur le théoréme suivant, connu sous le
nom de principe variationnel :

V| H|¥
vV ) % > Ey  Ep(énergie du fondamental) (10.1)
I’égalité n’étant vérifiée que pour le fondamental de H.

Démonstration : Soient |N) les états propres de H. On peut écrire :

H = ZEN|N><N|
(U[H|W) = > En|(¥IN)]

> By [(WIN) = Ey Y (W|N)(N|D)
— Eo(¥|U) CQFD. (10.2)

Autre démonstration : on peut décomposer |¥) sur la base |N),
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) = Sal

= (UH|Y) = > |af B> E Y | = Eo (V) (10.3)

Ce principe variationnel peut étre utilisé de plusieurs fagons :

1. 1l permet d’obtenir des bornes supérieures pour I’énergie du fondamental, ce
qui peut étre utile, en particulier pour des démonstrations rigoureuses.

2. Il permet de trouver une énergie fondamentale approchée en minimisant <\f\|;|{q‘,\f>
pour une famille de kets d’essai, ainsi que d’obtenir une fonction d’onde ap-

prochée du fondamental.

Exemple : considérons l'oscillateur harmonique 1D défini par I’hamiltonien

= - 10.4
om da? 2" (10.4)
et essayons de trouver le minimum de g\'ﬁq‘? a I'intérieur de la famille de kets définis
par les fonctions d’onde ¥, (x) = m21+a avec a > 0.
Formules utiles :
T dx 1 x T
1 /;oo l’2+a \/a[arc an(\/a)]oo \/a
+00 d
Posons I, = / @
o (@2 a)"
drl,
o -
1dI,
=l = ———F
- n da
d[l m
dou I, = — == -3/2
ou 1o da 5 a
3r _
[3 = ga, 5/2
I4 = 5—7TCL_7/2

16
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oo dx d2 1 400 d 1 2
/—oo Zrad? @ ra ™ " _/_oo |:%(ZL'2+G)} o
1 d, 1 +oo
+ 2 _( 2 )
> +adr 2 +a’]__
d 1 B —2x
dra?+a (22 +a)?
T dr d? 1 472
- — (—— = — — " dr =4I — al
/_Oo x2+ada72(x2+a) * /(932+a)4 v = A[l; — aly]

dzx
2 _
/x (:)32+a)2 = h-ab

—h? 1
= <\I/‘H|\I/> = %(—4)[13 — CLI4] + §mw2[11 — CLIQ]
(VW) = I
(vlgw) _ m1 1,
oy 4ma—|—2mw a= E(a)
dE
T 0 pour
< Qi = f
min \/§mw
1

V2

Cette énergie est supérieure a la valeur exacte % comme il se doit.

Cette méthode variationelle est trés utile lorsqu’on a une bonne intuition des pro-
priétés du systéme. Elle est a la base de la théorie des atomes et des molécules (Har-
tree Fock pour le probléme & plusieurs électrons), et elle est a l'origine de plusieurs
prix Nobel (théorie de la supraconductivité, théorie de l'effet Hall quantique...).

10.2 Théorie des perturbations non dégénérées

Supposons que 'hamiltonien d'un systéme soit de la forme

H=Hy+V (10.6)

ot Hy est 'hamiltonien que 'on sait résoudre exactement (par exemple un oscil-
lateur harmomque) et V est un terme complémentaire appelé perturbation tel que
H = Hy+V ne posseéde plus de solution exacte (par exemple un terme d’ordre
supérieur a 2 en ).
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Appelons |g,) les états propres de Hj et €, les énergies propres :

Holwp) = €lp) (10.7)

et soit |¢,) un état propre normalisé non-dégénéré. Si la perturbation est "petite",
on peut espérer trouver un état propre de H "proche"de |p,) dont ’énergie sera
"proche"de €,.

Plus précisément, considérons le probléme plus général donné par
H=Hy+\V (10.8)

Si A est suffisamment petit, on peut espérer écrire la solution sous la forme d'un
développement en puissances de A :

Un) = ln) +AD) + N0 + .
E, = e+ AEW + NED 4 (10.9)

Si le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal & 1, on aura une
bonne approximation de I’énergie du probléme initial H = Hy+ V en prenant A = 1
et en se limitant & quelques termes.

Essayons donc de déterminer les termes de cette série.

Hypotheése : on a la liberté de choisir la normalisation de |W,). Le choix le plus

commode consiste a prendre (¢,|¥,) = 1 pour tout A, autrement dit (apn|\If£f)) =0
pour tout 7.

Reportons les expressions de |V,,) et E, en puissances de A dans 1'équation de
Schrédinger :

(Hy + A\V)|0,,) = E,|¥,,)

11 vient :

(Ho + AV)(Jn) + A TD) + X2 0@y 4 )
= (en+ MBS + X2EP + ) (Jen) + AT+ 2202 ) (10.10)

Cette équation doit étre vraie a chaque ordre en .

1. Ordre O :

Holion) = €nln) (10.11)
2. Ordre 1

Hol U + Vign) = e[ UP) + BV ,,) (10.12)
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3. Ordre k (> 2) :

HolUP) + VWD) = e[ UP) + EP[WED) 4+ EF VWD) + EP o)
(10.13)
Faisons le produit scalaire de l'ordre 1 par (¢,] :

(on HolUD) + (0n]V]on) = €nlpn|TD) + ED (0, ]0n)

Le premier terme du membre de gauche est égal & en<g0n\\lf,(11)) puisque Ho|p,) =
€nl¢n), et il est nul puisque <g0n|\11£3)> = 0, de méme que le premier terme du
membre de droite. Il vient donc :

Er(Ll) = <90n“7‘90n> (10-14)

De méme, si nous faisons le produit scalaire de l'ordre k avec |p,), il vient :

EF) = (p, |V WD) (10.15)

Pour que I'algorithme soit complet, il faut savoir déterminer |\Ifg€)> connaissant
EV . EW ot 0 0D Comme les |\Ifg€)) sont par hypothése orthogo-
naux a |p,), il suffit de connaitre la projection de |\Ifg€)) sur tous les |pm),
m # n. Faisons donc le produit scalaire de I'ordre k avec (p,,|. Il vient :

(P HolUP) + (0| VW ED)
= 6 {pn| TP + EW (0, [TFD) 4+ EW(0,0]00)

= €m<90m|\11£zk)> + <¢M|V|\D£zk_1)>
= en(@m| V) + EM (0| UED) + - 4 EF D (g, |00

1 - _ _ _
(ol U0 = —— (ol V1) — ED (o W8) — - = BED o, |0))
Pour trouver |\If$f)>, il suffit donc de connaitre |\Ifs)), e |\If£f_1)> et BV . EFY,

Les conditions sont bien remplies. On n’a méme pas besoin de EW. Cest la
théorie de Rayleigh - Schrodinger.

Cas particulier :

Faisons le calcul a I'ordre 2. On a déja trouvé BV = (@n|V]on). Faisons le produit
scalaire de l'ordre 1 par |@y,).

(Pl T1)) = (emlV]n) (10.16)

n Em
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ce qui définit |\I/£LI)>.

EQ = (p.|VI¥)
= > (alVIom) (om|TD)

= > {ealVIgm) (om T
m#n

(10.17)

Remarques :

1) Si |p,) est le fondamental, €, — €, < 0 (¥ m). Le terme de deuxiéme ordre
abaisse donc toujours I'énergie du fondamental.

2) 1l apparait dans toutes les formules des dénominateurs du type En_lm pour m # n.
C’est une indication que cette approche ne peut pas s’appliquer & un niveau dégé-
néré. Ce cas sera traité dans le paragraphe suivant.

Pour continuer, il faut calculer le fondamental a 'ordre 2. D’aprés ce qui précéde, il
est donné par :

1 ~
(92 = ({emlV10D) = ED (| D) )
€n — €m
1 ; ) ' W
= ——— | 2 (enlVIen) @l ¥) — ol Vign) (om 21
n m p#n
1 3 (em|V1ep) (@plVIen) — (enlVign) (om|V]en)
€n — €m \ o €n — €p €n — €Em

10.2.1 Normalisation

Si 'on veut calculer la valeur moyenne d’une observable dans 1’état perturbé, il
faut écrire :
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>

_ 7<‘fgl(|)\£‘i’;> (10.18)

Comme la norme de |¥,,) a été fixée par (p,|V,) = 1, (¥,|V,) # 1. Il faut donc
calculer cette quantité. D’aprés le dévelopement

W) = [ion) + AU + N U@) + (10.19)
on a .
+o00
(T W) =14+ ) NP WD) (10.20)
k=1

On voit que le premier terme est d’ordre 2. A cet ordre, on a :

(W, |W,) =1+ X2 (TW gy (10.21)
Soit
(U, |0,,) =1+ A2 Z (U ) (o TV (10.22)
m#n
‘ ‘Pm‘vwn

(10.23)

(U, |W,) =1+ A2 Z

E — €
m#n n m

10.2.2 Condition de validité du développement

Il n’est pas possible de déterminer le rayon de convergence de la série pour I’énergie
car on ne connait pas la forme explicite du développement. Une condition "raison-
nable" de validité est que le coefficient du terme A\? soit petit par rapport a celui
en . Or, si on désigne par A la différence entre ¢, et le niveau le plus proche, on a
bien str :
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[l Vlew|

(€n — €m)

5] = [

m#n

Cy [

m#n ‘En o Em‘

= |l VIen

m#n

2

IN

- (Z<wn|v|wm><wm|v|wn> ~ [{eulV o) )

- % <<90n“72|90n> - <90n“7‘90n>2)

La condition ‘Er(?) < ‘ET(LI) sera donc satisfaite deés que :
n V2 n ¥
A | SlVen) g 9, (10.24)
(onlV]n)

De facon plus simple, tronquer la série de perturbation a des chances d’étre une
bonne approximation si les élements de matrice de la perturbation sont petits par
rapport & 1’écart entre niveaux. En effet, les coefficients de |\Ifgbl)) sont petits dés que

(pm!V]on)

€n — €m

<1 (10.25)

10.2.3 Théorie de Brillouin-Wigner

L’approche de Rayleigh-Schrodinger est trés simple et extrémement utile jusqu’a
lordre 2 pour I’énergie. Au-dela, c¢’est rapidement inextricable. En particulier, I'ex-
pression pour les vecteurs propres n’est pas particulierement transparente. On peut
obtenir une expression plus simple de la fagon suivante. Soit |V, ) un état propre
de H = Hy + AV de valeur propre E,. Avec la normalisation (¢, |¥,) = 1, il se
décompose sur la base non perturbéee suivant :

U0) = len) + Y |om)(0m|¥n) (10.26)
m#n

Les composantes (¢,,,|¥,,) sont des O(\) puisqu’elles tendent vers 0 quand A tend

vers 0. Faisons apparaitre explicitement cette propriété en faisant le produit scalaire
de (Hy + AV)|¥,,) = E,|V,,) par (¢,|. 11 vient :
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(En — €m){®m|¥n) = A(‘Pm‘v|\yn> (10.27)
(Pm|¥n) = Aw (10.28)
e (En — €m)

En reportant cette expression dans la décomposition de |W¥,) sur la base non per-
turbée, il vient :

Om V|,
W) = o) + 2 Y [y En VIVl (10.29)
mn n m
En itérant cette équation, il vient :
(em|V]on)
[T = fpu) + A Y fp) L
n — €m
m#n
1 - -
X7 Y Jom)m—— (el Vo)) m——(@sVIen) + - .
matngn En — €m En — €

Si on fait un développement de E,, en puissance de A\, on retrouve bien siir la méme
théorie que précédemment. Mais la simplicité du développement formel permet de
trouver simplement une équation pour I’énergie a un ordre arbitrairement élevé.

Revenons en effet a I’équation de Schrodinger :

(Ho + AV)|0,,) = E,|T,,) (10.30)

Le produit scalaire par (p,| conduit a :

En = €, + Mepn|[V]D,) (10.31)

Si on injecte 'expression précédente de |V,,), on obtient une équation pour E,, :

Ey=e + )‘<90n|‘7|§0n>+A2Z<¢n|v|¢m>ﬁ<¢m|v|¢n> (10.32)
mtn n m
~ A 1 ~
3 . [ S — .
Y (enlVlem) el Ve Vo) +

mFEN,JFEN

Si on la tronque & un ordre donné, la solution est identique & la solution de
Rayleigh-Schrodinger au méme ordre, mais elle contient des termes d’ordre supé-
rieur.

Cette théorie s’appelle la méthode de Brillouin- Wigner. 1l faut résoudre (en géné-
ral numériquement) une équation polynomiale, mais & un ordre donné les résultats
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sont en général meilleurs que ceux de la théorie de Rayleigh-Schrodinger car 1’éner-
gie contient également une infinité de termes d’ordre supérieur du développement
de Rayleigh-Schrodinger.

10.3 Théorie des perturbations dégénérées

Supposons qu’'un niveau €, de Hy soit dégénéré, et désignons par ¢, 7 =1...k
une base orthonormée de fonctions propres de Hy d’énergie €,,. La théorie de Rayleigh-

Schrodinger est en échec dés le calcul de oY car il apparaitrait des termes

(pnlV]on,)

€n; — €n,

(10.33)

dont le dénominateur est nul. Néanmoins, ces dénominateurs n’apparaissent qu’avec
le numérateur (@, |V|¢n,). Du coup, si la base du sous-espace d’énergie e, est choi-

sie de telle sorte que les éléments de matrice non diagonaux de V soient nuls, on
ne devrait plus avoir de probléme. Cela suggére de chercher les états propres du
probléme perturbé sous la forme :

J

W) = Z(‘Pnj|\ljn>|90nj> + Z<90m|\11n>|90m> (10.34)

oll les composantes (@, |¥,) sont des O(1) et les composantes (@,,|¥,) sont des
O(A). L’équation aux valeurs propres

projetée sur un bra (p,,| du sous-espace dégénéré conduit a :

T, = Mo, [V]T,) (10.36)

(En - En) <90m

En utilisant la décomposition de |¥,) sur la base des états propres non perturbés
dans le membre de droite de cette équation, il vient :

(B — €){pn;|¥n) = A Z(‘Pm V|90m><90m|\:[]n> (10.37)

J

V|90nj> <‘Pnj |\Iln> + A Z(‘Pm

Dans ces équations, E, et |¥,) doivent étre considérés comme les inconnues.
L’objectif est de déterminer des solutions approximatives valables & un ordre donné
en \. Nous allons faire ce calcul jusqu’a l'ordre 2.
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10.3.1 Calcul au premier ordre

Comme (©,,|¥,,) = O()), le deuxiéme terme du membre de droite est un O(\?).
Au premier ordre significatif, on peut donc laisser tomber ce terme, ce qui conduit

a I’équation :
U,) = A Z<90m

J

(En — €){@n, V|‘Pnj><90nj|\pn> (10.38)

L’ensemble de ces équations pour ¢ = 1,...,k est équivalent & un probléeme de
diagonalisation de matrice. En effet, si 'on définit le vecteur @ de composantes
(Pns [9,0), -y (P | W) et la matrice M) de dimension (k x k) par :

® _ ’

le systéme se réécrit :
MW = (E, —e,)il (10.40)

Ce probléme aux valeurs propres posséde k solutions. Si I'on désigne par E,(llz) les k

valeurs propres de la matrice M ot i peut prendre toutes les valeurs de 1 & k, et
par @' les vecteurs propres associés, les k solutions E,; et |V, ;) sont données par

En,i =€, + Er(:z)
(0n; Vi) = uf (10.41)

J

A ce niveau approximation, les corrections a I’énergie sont d’ordre 1 en A alors que
les composantes (| V,,;) sont des O(1).

L’ensemble des vecteurs propres {|¥,1),...,|¥, )} constitue une nouvelle base
du sous-espace d’énergie ¢,, et ils satisfont :

(Ui VT, 5) = Enidy (10.42)
C’est donc bien la base qui annule les éléments non diagonaux de V.
Remarque 1 : E\!) # (. [V]gy,)!

M : En général, les corrections Er(Lll)

que la perturbation a levé la dégénérescence.

sont toutes différentes. On dit alors

Exemple :

Considérons 2 niveaux dégénérés |p1) et |pso). La levée de dégénérescence est ob-

. . . S > : N 104 :
tenue en diagonalisant la matrice Vij = (@, |V|¢n;), ce qui correspond & I'équation
aux valeurs propres :

Vi—E Vi

=0
Voo V- FE



158 Méthodes d’approximation I : Problémes indépendants du temps

(Vii = E)(Vag — E) — [Vig|* = 0
E? — E(Viy 4 Vag) + Vi Vay — |[Vio|* = 0

1
By = S[Viut Voo (Via + Via)? = VaaVas + 4 [Vaol]

1 1
= §(V11 + Vag) = 5\/(‘/11 — V)2 +4 \‘/12\2 (10.43)

En particulier, si les éléments diagonaux sont égaux (Vj; = Voo = V), il vient :

EY =V & |V (10.44)
= BV — EY = 9|1y (10.45)

La levée de dégénérescence est linéaire dans les termes non diagonaux. Ce résultat
est a contraster avec la contribution des éléments de matrice non diagonaux avec
des états non dégénérés au départ, qui est elle toujours quadratique.

Si Vi, = 0 on trouve

EY =v,
EWY =y,

Mais si Vip # 0, ce n’est pas le cas (voir remarque ci-dessus) !

10.3.2 Calcul au deuxiéme ordre

Pour aller & l'ordre suivant, il faut revenir a I’équation :

(En = €n)(Pn;|¥n) = A Z(‘Pni|v|90nj><§0nj (W) + A Z(‘Pni|v|¢m><9@m|an> (10.46)

J

et garder les termes du deuxiéme ordre. Pour cela, il suffit de déterminer (@,,|V,)
au premier ordre en A. A cet effet, projetons I’équation aux valeurs propres

sur (@m,|. 11 vient :
(En — €m)(@m|Vn) = Mpm|V[¥n) (10.48)
ou encore .
{om|V W)
v, = A\—-—7— 10.4
(Pm|¥n) = A E, —ec, (10.49)

Pour obtenir un expression d’ordre 1 en A, il suffit de garder les termes d’ordre
0 en A dans la fraction. Cela revient a remplacer F, par €,, et & ne garder que
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les composantes (p,,|¥,) de |¥,) dans la décomposition de |¥,) sur la base non
perturbée, ce qui conduit a :

(o] W,) —AZ (LrlV ]2, ) (@0, | V)

€n — €m

+0(\?)

En injectant cette expression dans I’équation (10.46), il vient.
(En = €)(pon|¥n) = A Z(‘Pniw/wnj)(@nj Vy)
J

+)\2ZZ ‘Pnz|v|im><fm|v|90nj>< n]|\1/ )

j m

ou encore

(En — €)(n;|¥n) = Z ()‘<‘Pm

J

Vw4223 12

m

€n — €Em

V\som><somwv|sonj>> o 10,

Comme dans le calcul au premier ordre, l’ensemble de ces équations pour ¢ =1, ..., k
correspond a un probléme aux valeurs propres qui peut se réécrire :

MPG = (E, —e,)v (10.50)
ou on a introduit la matrice
: ni V|90m><90m|f/|§0n:>
MO = Mo (Vlon )+ 425 Pnd ) 10.51
R (1051)

Si 'on désigne par E les valeurs propres de la matrice M et par ©° les vecteurs
propres associés, les k solutlons E,.i et |V, ;) sont données par

En,i =€, + Er(fz)
(n; [ Tni) = 0]

‘Pm|v|90n>
(P W) _AZ—J

€n — €m
J

A cette approximation, les corrections a I’énergie sont exactes jusqu’a l'ordre 2 en
A, alors que les vecteurs propres sont exacts jusqu’a l'ordre 1. Les composantes
(©n;|¥p,i) sont la somme d'une contribution O(1) et d'une contribution O(\). Par
contre, les composantes (¢,,|¥,, ;) sont, comme il se doit, des O(\).

Remarque 1 : La correction a I’énergie valable jusqu’a l'ordre 2 n’est pas la somme
de la correction d’ordre 1 et d’une correction d’ordre 2 calculée indépendamment. En



160 Méthodes d’approximation I : Problémes indépendants du temps

théorie des perturbations dégénérées, les corrections valables jusqu’a un ordre donné
se calculent comme les valeurs propres d’une matrice qui contient des contributions
de tous les ordres inférieurs.

Remarque 2 : Pour aller au-dela de l'ordre 1, il n’y a pas d’algorithme récurrent
du méme type que celui de Rayleigh-Schrédinger qui permet de calculer simplement
les corrections a un ordre donné sur la base des résultats aux ordres précédents.
Une théorie systématique consiste a établir la forme de 'opérateur qui agit dans le
sous-espace dégénéré et dont les valeurs propres donnent les corrections a 1’énergie a
un ordre donné. Cet opérateur s’appelle ’'Hamiltonien effectif. Sa dérivation systé-
matique sort du cadre de ce cours. Une dérivation de I’'Hamiltonien effectif a ’ordre
2 est présentée dans la section suivante.

Remarque 3 : Si, par exemple pour des raisons de symétrie, (¢, |V|¢n,) = 0, la dé-
générescence ne sera levée qu’au second ordre, et les valeurs propres correspondent
a la diagonalisation de la matrice

5 {pns|VIom) (0m |V |0n:) (10.52)

€n — €m
m

Les situations ou la dégénérescence n’est pas levée au premier ordre sont fréquentes,
et la théorie des perturbations dégénérées au second ordre est un outil d’'usage trés
courant.

10.3.3 Hamiltonien effectif

De facon générale, la détermination a un ordre quelconque des niveaux obtenus a
partir d’un sous-espace dégénéré par I’application d’une perturbation V se rameéne
a la diagonalisation d’un opérateur appelé "Hamiltonien effectif" agissant dans ce
sous-espace dégénéré.

Posons H = Hy+ V et considérons un niveau ey dégénéré de Hy. Soit |Wo) un état
propre exact de H d’énergie Ej proche de ¢y. Il satisfait

H|Wo) = Eo|Wo) (10.53)

Désignons par P le projecteur sur le sous-espace dégénéré, et par () son complé-
mentaire (¢ = 1 — P) qui projette sur tous les autres états. On cherche donc un
opérateur tel que

HeppP|Wo) = EgP|Wo) (10.54)
Comme P + @ = 1, I’équation (10.53) peut se réécrire :
(P+Q)H(P + Q)W) = Eo|¥o) (10.55)
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En multipliant a gauche par P ou par @, et en utilisant les propriétés PQ) = QP =
0et Q? = Q, il vient :

et QHP|Wo) + QHQ?*| Vo) = EQ|W)
On déduit de la deuxiéme équation :
QHP|V,) = (Ey — QHQ)Q[¥)
soit Q|Wo) = (Ey — QHQ) 'QHP|¥,)

Et de la premieére :

1

PHP|V¥ PHQ—————QHP|VYy) = ExP|V¥ 10.

[Wo) + QEO—QHQQ |Wo) oP’|¥o) (10.56)
Donc
1
Hyy = PHP+PHQ——F—-=QHP
g “T—qug®
1

= PHP+PVP+PHQ———QHP 10.

o + PVP 4 PHQ s (10.57)

Comme Hj est diagonal dans le sous-espace dégénéré, QHoP = ¢oQFP = 0, donc
QHP = QVP. Finalement :

H.;; = PHyP + PVP + PVQ QVP (10.58)

1
Ey —QHQ

Ce résultat est exact, mais il contient I’énergie inconnue FEjy. Suivant la facon dont
on développe le dénominateur m, on peut obtenir des théories de perturbation
de type Rayleigh-Schrédinger ou Brillouin-Wigner. Pour deux opérateurs A et B,
on peut écrire :

1 1 — 1\"
T B A% <Bz) (10:59)
En effet,

(A= B) ' =[1-BA YA = A1 - BA ) = A~ +f(BA—l)n (10.60)
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Posons

A = ¢ — QHoQ
B = QVQ - EO + €o (1061)

On en déduit le dévelopement :

H.;y = PHyP+PVP+PVQ QVP

1 n
€0 — QHOQ)
(10.62)
Le terme n = 0 ne dépend pas de I'énergie inconnue Fjy. Il permet de calculer
I’énergie perturbée a 'ordre 2. C’est le résultat établi précédemment de facon moins
systématique.

1 o0
e TADD (@ve- B+



Chapitre 11

Méthodes d’approximation II :
Problémes dépendants du temps

11.1 Introduction-Opérateur d’évolution

L’évolution temporelle d'un systéme en mécanique quantique est régie par I'équa-
tion de Schrodinger

i (1)) = H(1)le(0) (1L1)

C’est une équation différentielle du premier ordre. Si on connait 1’état du systéme
a un instant donné, par exemple t = ty, on le connait & tout instant, ce qui, comme
nous 1’ avons vu au chapitre 4, permet d’introduire un opérateur d’évolution défini
par :

(1)) = U(t, to)lo(to)) (11.2)
Si H est indépendant du temps, il est donné par :

~ CH(t—t
_;H(=to)

Ut to) = 7 (11.3)

Pour obtenir une expression explicite de I'opérateur d’évolution lorsque H dépend
du temps, revenons a ’équation différentielle satisfaite par U(t,to) :

e o
ih Ut to) = HOU(t, t) (11.4)

Intégrons cette équation entre tj et ¢ :

ih [U(t, to) — U(to,to)] - / o H(t)U (1, t) (11.5)

to
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Mais U(to, ty) = 1. On a donc :

A

. t
U(t,ty) =1 % / dt, H(t)U(ty, to) (11.6)
to

Reportons cette expression de U (t,to) dans le membre de droite. 1l vient :

G N2 ot t1 R R R
Ut to) =1— %/ dt, H(t,) + (%) / dtl/ dto H (4) H (t2)U (ta,t0)  (11.7)
to to to

En répétant cette substitution & 'infini il vient :

U(t, to) = 11+Z< )/dtl/ dts - - / dt, H(t))-- - H(t,)  (11.8)

Cette expression est difficile a utiliser car les bornes des intégrales sont variables.
Nous allons réécrice cette expression de maniére a ce que toutes les intégrales soient
effectuées de ty a t.

Dans ce but, nous définissons 'opérateur chronologique 7" par :

T(H(tpw) - H(tpw) = H(t) -+ H(ty) sity > -+ > t, (11.9)

ou p est une permutation quelconque de 1, - - -, n. Cet opérateur a donc pour effet de
remettre dans l'ordre chronologique les opérateurs H (tz) sur lesquels il s’applique.
Remarquons que dans l'expression 11.8, le produit H (t1)-- H (t,) est déja dans
I’ordre chronologique, car du fait des bornes d’intégrations, nous avons t; > - -+ > t,,.
Grace a l'opérateur T, on peut réécrire I'expression 11.8 :

U(t,to):]l+z<_z) /dtl/ dty - - /dt T H(ty) - F[(tn)) (11.10)

car I'intégrale dans chacun des n! secteurs définis par la position relative des t; est
la méme vu que 'opérateur chronologique les remet dans le méme ordre que dans
I’expression initiale.

Cette expression peut étre condensée en :

7 t ~
Ult,tg) =T (exp %/ H(t/)dt') (11.11)
to

Remarques :
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1. Dans le cas général, nous avons T’ (exp = t’; ﬁ(t’)dt’) # exp (—% t’; at’ ﬁ(t’))
On ne peut donc pas en général calculer I'intgrale ftz H (t")dt', puis 'exponen-
tielle pour en déduire U (¢, ty), a cause de I'opérateur T'. Pour un calcul explicite
dans le cas général, il faut revenir a 1’équation 11.10, et calculer chaque terme
du développement (ou les H(t;) apparaissent toujours dans l’ordre chronolo-
gique), puis calculer la somme.

2. Si []ff(tl), ]3[(15))] = 0 pour tous les ¢;,¢;, lopérateur T est sans effet puisqu’il
réordonne des termes qui de toutes facon commutent, et on peut donc écrire :

U(t,to):]l+§<_z) /dt1/ dts - /dt H(ty)---H(ty), (11.12)

Ult, to) = exp (-%/t dt’ ﬁf(t')) si [H(t:), H(t;)] =0 (V t5, ;) (11.13)

Dans ce cas, on peut calculer fti dt' H (t), puis son exponentielle, pour déter-
miner U (t, to).

3. si H est indépendant du temps, nous avons bien str [H(t;), H(t;
plus ftl; dt' H(t') = H(t — tg) , et par conséquent U(t,ty) = exp(
Nous retrouvons I’équation (11.3).

)] =0, et de
S H (t —19)).
4. Dans le cas général ou [H(t;), H(t;)] # 0, il faut en principe calculer tous
les termes. C’est evidemment en général infaisable, et un tel développement
n’est utile que si on peut se limiter & quelques termes. C’est pourquoi ce genre
d’approche s’applique avant tout a des problémes ot ’hamiltonien est de la

forme : R R R
H(t) = Hy+ V(t) (11.14)

ol V(t) est petit devant Hy. L’idée est alors d’obtenir un développement de
U (t,to) en puissance de V(t) Mais si on applique le developpement 11.10,
des termes d’ordre V? vont étre généré par tous les termes d’ordre n > p
du développement en H (t;). Pour obtenir directement un développement en
puissance de V(t), il faut changer de représentation de la mécanique quantique.

11.2 Les représentations de la mécanique quantique

Nous avons déja rencontré les représentations de Heisenberg et Schrédinger dans
les chapitres précédents (voir Chapitre 4.4). Nous en rappelons ici les principales pro-
priétés, avant d’introduire une autre représentation dite représentation interaction
qui conduit au développement cherché.
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11.2.1 Représentation de Schrodinger

C’est la représentation devenue traditionnelle. Les états |pg(t)) (I'indice S fait ici
référence a la représentation de Schrodinger) évoluent suivant

it los(t)) = Hs(t)les(t) (11.15)

Les observables sont des opérateurs fixés une fois pour toutes. Elles peuvent dé-
pendre du temps, mais il s’agit alors d’'une dépendance intrinséque liée a la quantité
qu’on veut mesurer. Elle n’est pas régie par ’'Hamiltonien.

11.2.2 Représentation de Heisenberg

En représentation de Heisenberg, les vecteurs d’états sont indépendants du temps,
et les opérateurs dépendent du temps selon (I'indice H fait référence a la représen-
tation de Heisenberg) :

lor >= [ps(to) >
{OH(t) = UL(t, t0)Os(t)Us(t, t) (11.16)

Avec ces définitions, on a bien :

< ps(t)|Os(t)]ps(t) >=< ¢s(to)|On(t)|ps(to) > (11.17)

11.3 Représentation interaction :

Supposons que ’hamiltonien soit de la forme :
H(t) = Hy+ V(2).

La représentation interaction s’obtient en transférant la dépendance temporelle due
& Hy sur les observables :

O[(t) — eiﬁo(t—to)/hés(t)e—iﬁo(t—to)/h
Pour que les valeurs moyennes des observables restent inchangées, il faut également
modifier les états :
[p1(t) >= MU0 Mg () >

On a bien str |¢;(tg) >= |ps(to) >= |pmg >. On définit V'opérateur d’évolution en
représentation interaction par :

lor(t) >= Ur(t,to)|r(to) >
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Il est donné par )
Ur(t, to) = o=/ (¢, 1)

Déterminons 1’équation différentielle qui régit son évolution :

. . o . . —i\ - .
%Uj(t,to) = e’HO(t—tO)/ﬁ%Us(t,to) + etHolt—to)/h (%) H(t)Us(t,to)

” —\ (5 T\ [

_ iflolt—to)/h <€) (H(t) — Ho) Us(t, to)
. AN A

—  ifo(t—to)/h <_h ) (V(t)) Us(t, to)

_ %eiﬁo(t—to)/hV(t)e_mo(t‘tO)/heiﬁO(t_tO)/hUs(ta to)

N

= ?V}(t)UI(t,to)
N mgmu,t@:vﬁma,t@ (11.18)

C’est la méme équation que celle obtenue pour 'opérateur d’évolution Us(t, to) en
représentation de Schrédinger, mais c¢’est la perturbation en représentation interac-
tion V() qui joue le role de I’'Hamiltonien.

Du coup, tous les calculs faits pour exprimer Us(t,to) a Daide de H (t) peuvent
étre transposés :

+00 S\ " et t1 th—1
~ —1 ~ ~ ~
Ur(t,ty) = 11+Z<?) /dtl/ dt2-~-/ dt, Vi(t)Vilts) - Vi(tas)
n=1 to to to

+00o S\ M t t t
~ —1 1 ~ ~ ~
ouUi(t,to) = 1+ <?) E/ dtl/ dtQ---/ dt, T (w(tl)w(tQ)---w(tn_l))
n=1 * Jio to to

ouU(t,ty) = T [exp <% /ttdt’f/[(t’))} (11.19)

0

L’opérateur Us(t,to) s’en déduit par

N

Us(t, to) = e~ o=t/ (¢, 1)

On a donc obtenu un développement de Us(t,ty) en puissances de V(t). Si V(¢)
est une petite perturbation, on peut obtenir des approximations raisonnables en
ne conservant que certains termes du développement. Dans le paragraphe suivant,
nous allons nous contenter d’utiliser cette formule au 1¢ ordre. Son utilisation sys-
tématique aux ordres suivants est traitée dans le cours de théorie quantique des
champs.
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11.4 Probabilité de transition et régle d’or de Fermi

Supposons qu'un hamiltonien soit de la forme

H=Hy+V(t) (11.20)
avec
. i t<t
Vi =q0 S L=t (11.21)
V(t) si t>ty

Appelons [i) les états propres de Hy :
Hyli) = Ej|i) (11.22)

et supposons que le systéme soit dans I'état |i) a ¢ = t5. A un instant ¢ > tg, le
systéme sera dans un état

lps(8) =D calt)n) (11.23)

n

La probabilité de transition de |i) — |n) est donnée par |c,(t)|>. Il s’agit bien
d’une probabilité puisque ) |c,(t )|2 1. D’aprés ce qui précéde ,

lps(t)) = Usl(t,to)li)

= cn(t) = (nlps(t)) = <n|Us(t to)]2)
= (n]e”FMUT (¢, 10)]i)
e~ i En(t=to) <n|U1(t to)|2)
2
= Pin = lealt)” = |l (t,0) i) (11.24)
D’aprés ce qui précéde, au premier ordre en V(t), on a:
. i [t
U](t,t(]) == ]1— —/ dtl‘/[@l)
h to
-t
. , i . ,
wlOst ) = —5 [ dnfulVieli
to
Mais o
VI@I) — eiHo(h—to)‘A/(tl)e hHo(t1 to)
.t
= <7’L|U[(t,t0)|i> = _%/ dtlei(En—Ei)(h—to)/h<n|v(t1)|Z->
to
i [t 2
P, = ‘—ﬁ/ dt e Er=EDt—t)/hip 1V (1,)]1) (11.25)
to
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11.4.1 Applications

Supposons que V(t) soit donné par

N 0 si t<0
V=4 0 = , (11.26)
V' indépendant du temps si ¢t >0
S L ?
Py = ——(n|V|i>/ dt, et En=Eit/h (11.27)
h to
Mais
t W(En—FE;)t1/h t
/ B /h {h?( n }
to Z(En — Ez) 0
R et(En—Ei)t1/h _ |
i E,-E
Donc
. o 2|1 _ i(En—Et1/h|?
= V| | g
Or
iz|2 T —iT
}1—6 = 1-€")(1-e")
— (e—i:v/2 . eix/2)(eim/2 . e—i:v/2)
= —2isin(x/2)2isin(z/2) = 4sin®(z/2)
Ainsi
|l V1)
nivie (B, — E))t
P, = in? == ’ 11.28
(E,—E)2 " 2n (11.28)

Etudions la dépendance temporelle de cette fonction. Pour ce faire, il est utile
d’étudier la fonction f(w) = % sin®(%) puisque

UJ2
1 o2 By — E;
Pin= 72 (n[VI)| f( 7 )
On vérifie aisément les propriétés suivantes :
2
flw)=0 si%t:kﬂiw:ik (k #0)
lim f(w) = t?
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4 . wt w
f(w)zﬁ si ?:§+k7r

Pour une valeur de ¢ donnée, les transitions les plus favorisées sont telles que w <
27

i

sin’(xm/(xT)’

0.6 -

0.4 -

0.2

1

Si l'on essaie de déterminer la différence d’énergie entre un état initial et un
état final en appliquant une perturbation pendant un tenps At, on pourra faire des
transitions vers des états d’énergie F, S 2”? Autrement dit, la précision de la
mesure de AFE ne pourra étre meilleure que ’/%

2mh
AFE > -
At

AEAt > 27h (11.29)

Cette relation rappelle la relation d’incertitude

h
AxAp 2, B (11.30)

Ce n’est pas une relation d’incertitude au sens strict car I’énergie et le temps ne

sont pas des observables mais c’est une regle trés utile.

Pour une valeur de w donnée, on a par ailleurs :

@) < 5
ﬁf({u(i)O) < w;ltZ_)O quand t — 400

Si le temps tend vers 400, les transitions & w = 0 sont sélectionnées. Pour donner
une formulation précise a cette affirmation, démontrons tout d’abord que
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N S
tlirgo 73 5in (wt) = mo(w). (11.31)
Il faut établir que
i 2L G dw = mp(0
Jim 4 [ s (s = mo(0)

Avec le changement de variable x = wt il vient,

I Bl S z\ dz e T
7 / wn’@e (3) 5 = / (@) () o

too sinz(z)w (%) d 0(0) /_+OO Sinj#dx = mp(0)

[e.e]

lim 5
t—00 o x

8
|

Le résultat annoncé s’en déduit en remplacant E, — E; par w et t par 2—’%
Lorsque t — 400, on a donc :

1 o (B, — E)t\ _
mSln <T) ~ 2—h6(En EZ)

Cette expression est linéaire en t. Ainsi, la probabilité de transition par unité de
temps est donnée par :

2 R 2
Wi = = |(IV12)| 6(En — E) (11.32)

C’est la Régle d’or de Fermi.

Supposons désormais que V() soit donné par

S 0 si t<0

V) =9 0 it ot 11.33
( ) {Vezwt + V'I‘e—lwt si t>0 ( )

i [t 2

P_, = ‘_}_1/ dtlez(En—Ei)h/h((mV|Z->ezwt1 + <n|VT|z')e_Wt1)
to
_— B, 2
1 . e_i(En E; +w)t R 1 . e_i(Enh E; —w)t R

- ' fi 11.34

Aux temps longs, les transitions vers les états d’énergie F, = F; 4+ hw sont favo-
risées. Sans refaire les calculs, on obtient :
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2 2 2 R
Wiean = =0 | IVI0)| 8(Bn = Bs+ ) + = | (]

: §(E, — E; — hw)| (11.35)

:

Une perturbation harmonique de fréquence w induit des transitions entre états
d’énergies telles que AE = +hw.



Chapitre 12

Particules identiques

12.1 Introduction

Dans sa version non relativiste la mécanique quantique donne une version cohé-
rente de la description d’'une particule comme 1’électron. La partie spatiale de la
fonction d’onde est régie par I'équation de Schrodinger :

;—:A\D(ﬂ + V(R U(F) = EV(F) (12.1)

Essayons de généraliser cett équation au cas de deux particules identiques en inter-
action via un potentiel & deux corps U (77, 75) (par exemple la répulsion coulombienne

L, 2
entre deux électrons —=%=7).

|ri—73]
Une idée "naturelle" serait de décrire chaque particule par une fonction d’onde et

d’exiger que le produit Wy (r;)Ws(ry) satisfasse 'équation de Schrodinger appropriée :

h? h? . . o o - . . .
<—%A1 - %Ag + V(’I“l) + V(’I“g) + U(’f’l,’f’g)) \111(7’1)\1]2(7“2) = Ellll(’l“l)\lfg(’l“g)
(12.2)

Mais une telle approche suppose que I'équation différentielle

h? h? o . L. oL N
(—%A1 — %A2 +V(ri) +V(r3) + U(ﬁﬂ’z)) V(ri,r3) = BEV(r1,73) (12.3)

soit séparable, ce qui n’est en général pas le cas. Pour décrire un sytéme a deux
particules, la seule généralisation possible consiste a décrire le systéme par une seule
fonction d’onde dépendant de toutes les coordonnées.

L’interprétation de cette fonction d’onde implique qu’elle ne peut-étre quelconque.
En effet, |W(r7, 7"3)\2 est la probabilité de trouver une particule au point 7] et 'autre
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au point 73. Mais cette probabilité est également donnée par [¥(r3,71)|>. En effet,
pour qu’il en soit autrement, il faudrait pouvoir distinguer les particules. Le principe
d’indiscernabilité des particules identiques suppose que l’on ne peut précisément
pas les distinguer. Les conséquences de ce principe sont fondamentales et largement
vérifices par 'expérience. Reprenons 'exemple de deux particules. Nous avons vu
que :

Wi m)E = s,
= U(r3,71) = eU(r,r3)
U(ri,73) = 903, 7) = U, 73)
=% = 1
e = +1 (12.4)

Autrement dit, 'opérateur Pjo défini par :

(Pr2V)(r1,73) = W(r3,71) (12.5)

a comme valeurs propres possibles +1 ou —1. Les fonctions physiquement acceptables
pour décrire des particules identiques sont soit symétriques, soit antisymétriques
dans I’échange des coordonnées de deux particules.

Au principe d’indiscernabilité des particules vient s’ajouter une autre observation
expérimentale : pour un type de particule donné, une seule possibilité est réalisée.
Soit les fonctions d’ondes sont symétriques, soit elles sont antisymétriques. Cela
permet de classer les particules en deux familles :

1. Fermions : fonctions d’onde a plusieurs particules antisymétriques.

2. Bosons : fonctions d’onde a plusieurs particules symétriques.

Enfin, un autre fait expérimental, confirmé par la théorie relativiste des particules,
permet d’affirmer que les particules de spin % (éléctrons, protons etc.) sont des
fermions et que les particules de spin entier (photons, particule de Higgs etc.) sont
des bosons.

Récapitulons :

Y S
Fermions | Antisymétrique %, % e
Bosons Symétrique 0,1,2,.

Nous allons maintenant décrire un certain nombre de conséquences de ces pro-
priétés de symétrie.
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12.2 Fermions. Principe de Pauli.

Comme les fermions ont nécessairement un spin, il est indispensable d’inclure la
variable de spin dans la discussion. Désignons donc par x; I’ensemble des degrés de
liberté d’un fermion. Pour un électron, x; = (77, 0;).

Considérons par ailleurs une base de fonctions d’onde orthonormées a une par-
ticule : ¢, (z;). La fonction d’onde la plus générale pour décrire N particules peut
toujours se décomposer comme une combinaison linéaire de produits :

V(... on) = D Covmsny @ (1) - Py (2n) (12.6)

ni,n...nN

En effet, tout ket |¥) & N particules peut se décomposer dans la base du produit
tensoriel des kets a une particule :

|\Il> = Z Cnl,nz...nN|SOn1> & |§0n2> ce ‘¢”N> (127)

n1,n2..nN
d’ou l'on tire :

Uy ..ay) = (@] ® (@] (an|[0) = )" g (1] ) (2] Pna) - -

n1,n2..nN
(12.8)
qui conduit & l'expression cherchée puisque (x;|¢n,) = @n, (T;).
Mais une telle fonction n’est en général ni symétrique ni antisymétrique. Comment
se limiter aux fonctions d’onde antisymétriques ?

Reprenons 'exemple de 2 particules, et essayons de construire une base des fonc-
tions d’onde antisymétriques. Si I'on utilise la fonction ,, pour les 2 coordonnées, le
résultat est symétrique : p,(21)@n(22) = @n(z2)pn(z1). Silon utilise deux fonctions
différentes @, (1) et n,(x2), il est par contre possible de construire des combinai-
sons linéaires symétriques et antisymétriques :

Pnq ($1)<pn2 <x2> - P (x2)30n2 (1’1) Antisymétrique
Pnq (SL’l)(pn2 (1’2) + Pnq (x2)30n2 <x1> Symétrique

La fonction d’onde antisymétrique peut encore s’écrire comme un déterminant :

Oy (T1)  Pny (22)
P (x1> Pngy <x2>

La généralisation au cas a N particules est immédiate : les seules fonctions d’onde
complétement antisymétriques sont des déterminants construits a partir de fonctions
d’onde toutes différentes appelés déterminants de Slater.
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90711(1'1) 90711(1'1\/)
VN Goo@) o mlan)

ol % est le facteur de normalisation. La nécessité d’utiliser des fonctions différentes

est manifeste : le déterminant est nul si 'on utilise deux fois la méme fonction. Par
ailleurs, I'antisymétrie est assurée par la propriété du déterminant qui stipule qu’il
change de signe si I'on interchange deux colonnes.

L’impossibilité d’utiliser deux fois la méme fonction d’onde s’appelle le principe
d’exclusion de Pauli. I1 ne s’applique bien siir qu’aux fermions.

Question : Supposons que l'on dispose de N fonctions d’onde et de n électrons
(n < N). Quelle est la dimension de I'espace de Hilbert ?

Réponse : C’est le nombre de fagons de choisir n fonctions d’onde parmi N, soit
Y = N!/nl(N —n)!.

12.2.1 Energie d’un systéme de N fermions sans interaction

Supposons que N particules soient décrites par la somme d’hamiltoniens a un
corps :

H=> H, (12.9)

ou H; agit sur les coordonnées i de la fonction d’onde.

Désignons par ¢, les fonctions d’ondes et E,, leur énergie :

Hipn(x;) = Epon(;) (12.10)

Si les particules sont identiques, tous les H; sont les mémes, et ils ont le méme
spectre. Ainsi,

Hpn, (21)0n,(72) -+« 0oy (TN) = (Eny + Eny++ -+ Eny ) (00 (21) @0y (22) - - - ny (28))
Mais si on fait n’importe quelle permutation des coordonnées, la somme des éner-
gies reste inchangée :
Hn, (1)) fna (Tp2) - - - Pnn (Tp)) =
(Em + En, + .. 'EnN) (‘Pm (xp(l))()pnz (xp(Z)) <Py (xp(N)))

On en déduit que :
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On (1) oo Oy (TN) On (1) oo on(TN)
H : : =(En, +En, +...Eyy) : : :

oo (7). ey (1) . ey

Les énergies possible d'un systéme de fermions sans interaction sont les sommes
des énergies monoparticulaires restreintes par la condition que chaque état n’est
utilisable qu’une fois. Cette propriété est la base de la statistique de Fermi-Dirac (cf
cours de physique statistique).

Structure de ’atome

Le principe de Pauli est a la base de la physique atomique. En effet, I'impossibilité
de mettre deux électrons dans le méme état impose de remplir successivement les
niveaux [1s T), |1s [), [2s 1), |25 |).... Cest ce qui conduit & la classification
périodique des éléments (voir Physique Quantique III et IV).

Particules de spin %

Considérons 2 électrons. Les propriétés d’antisymétrie concernent a la fois les
degrés de liberté d’espace et de spin. La fonction d’onde doit étre antisymétrique
lorsque 1'on échange toutes les coordonnées.

Pour construire une base des fonctions d’onde a deux particules, il est souvent
utile de séparer la partie orbitale et la partie spin :

U (71, 01,72,02) = @(r1,72)x (01, 02) (12.11)

Si la fonction d’onde de spin est symétrique dans I’échange o1 < 09, la partie
orbitale doit étre antisymétrique, et réciproquement, si la fonction d’onde de spin
est antisymétrique, la partie orbitale doit étre symétrique.

Or, pour deux spins %, I’espace de Hilbert n’a que 4 états, et il est facile de
construire une base ne comprenant que des états symétriques et antisymétriques.

Antisymétrique :

%(771/2(01)77—1/2(02) — N_1/2(01)Mm 2(02)) & w (12.12)

Donc un singulet doit avoir une partie orbitale symétrique.
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Symétrique :

my2(o1)my2(o2) < | T1)
N-1/2(01)n-1/2(02) < | L])

%(771/2(01)77—1/2(02) + 1n-1/2(01)my2(02)) < %

Le triplet doit donc avoir une partie orbitale antisymétrique.

Ces remarques sont a l'origine d’'un phénomeéne trés important appelé régle de
Hund qui stipule que si on place plusieurs électrons dans un niveau atomique dégé-
néré (par exemple un niveau d), les spins de ces électrons auront tendance a former
un ¢état de spin maximum. Considérons en effet deux électrons dans un niveau ato-
mique deux fois dégénéré décrit par les fonctions ¢ (7) et (7). S'ils sont dans un
état triplet, la partie orbitale est antisymétrique, alors que s’ils sont dans un état
singulet, la partie spatiale est symétrique. A partir des deux fonctions d’onde ¢ (7)
et po(7), on peut construire une fonction antisymétrique :

palri, r2) = % (21(r1)a(r2) — 1(r2)02(r7)) (12.13)

et 3 fonctions symétriques :

1

oy (11, 7) = 5 A1)ea(13) + 1()ealr7) (12.14)

05 (1, 13) = e1()ei (1) (12.15)

08 (1,73) = a(17)a(r3) (12.16)

(12.17)

Mais comme p4(r7 = 7,75 = 7) = 0, la valeur moyenne de la répulsion cou-

lombienne ﬁ est nettement plus petite que dans les états gpg), pour lesquels

ws(ri = 7,13 =7T) # 0. L’état construit avec la fonction orbitale antisymétrique ¢4
est donc favorisé. Il correspond a une partie spin symétrique de spin égal a 1.

Termes d’échange

Considérons un état a deux fermions construit a partir des états ¢y et s :

U(zy,20) = % (pr(z1)p2(r2) — @1(2)Pa(71)) (12.18)

La valeur moyenne d’une observable quelconque O(x1, z5) s’écrit :
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%/ dzy / dry [ i) e3(@2) 0, 2)er (1) pal2)

+ 7 (22)03(21)O (w1, )01 (w2) 02(71)

— 1 (@1)@5(22)O (w1, w2) o1 (w2) 3 (1)
— Pl@)ea(e)0( )@ ea(e)]  (1219)

Les deux derniers termes correspondent a des intégrales ot on a interverti les fonc-
tions relatives a 1 et x5 & gauche et a droite de 'opérateur O(z1, x5). Ils s’appellent
les termes d’échange et jouent un roéle trés important dans beaucoup de domaines.

Cette discussion ameéne une question naturelle. Considérons deux particules sans
interaction. L’hamiltonien total est la somme d'un opérateur relatif a z; et d’'un
opérateur relatif & zo : Hyoy = H(x1)+ H (x2). Pour des fonctions d’onde & 1 particule
normalisées, le calcul précédent conduit a :

< Hygy > = /dil?ﬂm(ifl)H(iEl)SOl(xl)
+ [ draga(en) Hw) gl
—/dm(pl(xl)H(xl)wz(m)/dI2<P2($2)<P1(I2)

- / daipa(w) H wa) or () / drrgr(m)pa(mr)  (12:20)

ol on a supposé les fonctions d’onde réelles pour simplifier. Il y aura des termes d’in-
terférences des que [ dzp(z)p2(z) # 0. Si on consideére deux atomes d’hydrogene
trés loin I'un de 'autre, le calcul des chapitres précédents suggere que le fondamen-
tal d'un atome est donné par ¢q4(7). Mais les fonctions ¢i(r) centrées autour des
atomes 1 et 2 ne sont pas orthogonales. Il faudrait donc en principe inclure les termes
d’interférences. En pratique, ces termes sont négligeables si les particules sont loin,
et c’est une trés bonne approximation de considérer des systémes isolés.

12.3 Bosons

Pour les bosons, il n’y a aucune restriction sur les fonctions d’onde qu’on peut uti-
liser pour construire une fonction acceptable car il est toujours possible de construire
une fonction totalement symétrique. Commencons par quelques exemples :

On(1)Pn(x2) est symétrique
Oy (1) Py (T2) + Py (1), (T2)  est symétrique (12.21)
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Essayons de construire une fonction & 3 particules avec 2 fonctions d’onde ¢ et ¢s :

P1(21)p1(m2)p2(73) + Pa(T1)P1(T2)P1(23) + @1(T1)Pa(T2) 1 (23) (12.22)

Elle contient 3 termes.

De facon générale, si on choisit n; fois la fonction ¢; pour construire une fonction
a N particules (ou n; peut étre égal a 0), le nombre de termes qu’'on va engendrer
par symétrisation est donné par ﬁ avec la convention 0! = 1. C’est le nombre
de permutations des coordonnées total divisé par le nombre de permutations pour
chaque fonction qui ne change pas la fonction d’onde. On voit bien a l’aide de
cette construction qu’il est toujours possible de construire une fonction totalement

symétrique.

12.3.1 Bosons sans interaction

Si ’on construit une fonction d’onde en utilisant n; fois ¢, ny fois pg, ete, chaque
terme de la fonction symeétrisée est état propre de H = ) . H;, d’énergie E =

Du coup, la fonction totale est aussi état propre de H d’énergie £ = > . n;E;. Les
énergies possibles d’un ensemble de bosons sans interaction sont donc de la forme
Y. n;E;, ot les entiers n; peuvent prendre toutes les valeurs entre 0 et +o00. Clest
la base de la statistique de Bose-Einstein.

Condensation de Bose

Considérons un systéme de N bosons sans interaction, et désignons par ¢g(z;)
le fondamental de ’hamiltonien a une particule d’énergie E,. Le fondamental du
systéme a N bosons est alors simplement donné par la fonction d’onde :

wo(x1) . pol(zn) (12.23)

d’énergie N Ey. C’est le phénomeéne de condensation de Bose : dans le fondamental,
tous les bosons occupent la méme fonction d’onde.

12.4 L’espace de Fock

La donnée des fonctions & une particule utilisées pour construire un état totale-
ment antisymétrique pour les fermions ou totalement symétrique pour les bosons
spécifie complétement 1’état & N particules. Partant d’une base de fonctions propres
a 1 particule @1, ¢ ... .., on peut donc construire ce qu’on appelle les espaces de Fock
a N particules ot les kets sont simplement repérés par le nombre de fois qu’une fonc-
tion intervient.
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Fermions :

ny,ng,...), n;=0 ou 1 (12.24)

Bosons :

\nl,ng,...>, ni:O,1,2,... (1225)

Un opérateur quelconque peut s’exprimer simplement dans ’espace de Fock a
I’aide d’opérateurs "création" cj- et "annihilation" ¢; qui permettent de circuler dans
I’espace de Fock. On peut par exemple démontrer que si un opérateur est la somme
d’opérateurs & un corps : O = > OAZ(x,), ot tous les O; sont identiques, on peut
écrire :

0 => Oicle; (12.26)
(]

avec O;; = [ dupt(x)O(x)p;(x) & condition que les opérateurs ¢, ¢; satisfassent
les régles suivantes :

Fermions :

cng, . oong ) = (=DZE®EDA —n) g, .o+ 1,00
cilng,...onp. ) = (DX Dping oo g — 1,00

ou » (L,i —1)|ny,...,n;...) = (ng + -+ + n;_1). Sur la base de cette définition,
la seule qui garantit ’expression simple ci-dessus pour les opérateurs, on démontre
que :

{Ciucj} = {C;'rvc;r'} =0
{Ci, C;} = 52']‘ (1227)

ou {A, B} = AB + BA est 'anticommutateur.

Bosons
cj|n1,...,n,~...):\/ni+1 Ing,...,n;+1,...)
cilni,...,ni ) = /ni jna,ooon— 1,000

Ces définitions impliquent que
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[Civ Cj] = [ij C;[] =0
[Ci, C;[] = 6@']’ (1228)
ou [A, B] = AB — BA est le commutateur habituel. Ces régles sont identiques a

celles qu’on obtiendrait pour une collection d’oscillateurs harmoniques.

Cette facon de représenter les systémes a plusieurs particules s’appelle la seconde
quantification. Elle est en pratique indispensable pour traiter des particules en in-
teraction. Elle sera enseignée dans différents cours avancés (phys. stat. II, physique
du solide III, théorie des champs quantiques relativistes).



Annexe A

Espace de Hilbert

A.1 Généralités

Définition : Un espace de Hilbert est un espace vectoriel sur le corps des complexes
muni d'un produit scalaire défini positif.

Dimension : Un espace de Hilbert est de dimension finie si on peut trouver une
base ayant un nombre fini de vecteurs. Sinon, il est de dimension infinie. Sauf men-
tion contraire, les propriétés ci-dessous sont valables pour des espaces de Hilbert de
dimension quelconque, finie ou infinie.

Notations : En mécanique quantique, il est habituel de noter les éléments de
I'espace de Hilbert par des symboles |p), 1), |x) -+ Le produit scalaire de |p) avec

X) est noté (x|e).

Exemple : L’exemple de plus naturel d’espace de Hilbert de dimension N est
donné par des vecteurs colonnes a N composantes complexes :

aq bl
)= )= : (A1)
an bN

Le produit scalaire (x|p) est défini par :

(x|p) = blag +bjas + -+ byay (A.2)
a1
= (by---by) | (A.3)

an
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Propriétés du produit scalaire :

1. (x|e) est linéaire par rapport a |p) :

(Xle1 + Ap2) = (x|w1) + A{x|w2) (A.4)

2. (xlp) = (el
3. (x|p) est antilinéaire par rapport a |x) :

(x1 + Axzle) = (x1lw) + A" (xale) (A.5)

Démonstration :

X1+ Axzle) = (olxa+ Ax2)"
= (plx1)"+ X (plx2)"
= (ale) + A (xale)

4. {p|p) est réel car {(plp) = (p|e)*. On note aussi (p|p) = ||¢||*> (norme au
carré).

5. Par hypothese, (¢|p) >0, et (¢|p) = 0 si et seulement si |p) = 0.

Exemple : toutes ces propriétés sont trivialement vérifiées par le produit scalaire
défini sur I'espace des vecteurs colonnes & coefficients complexes.

Opérateurs linéaires :

Un opérateur linéaire est un opérateur associant a tout élément de l'espace de
Hilbert un autre élément de I’espace de Hilbert, et satisfaisant la condition de linéa-
rité :

[A(e + AX)) = [Ap) + AlAX) (A.6)

Exemple : les produits par une matrice (N x N) & coefficients complexes sont
les opérateurs linéaires dans ’espace des vecteurs colonnes de longueur V.

Valeur moyenne :

En mécanique quantique, la quantité (| A|p) est appelée valeur moyenne de 'opé-
rateur A dans l'état |¢). L'origine de cette terminologie est explicitée au chapitre
4.
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Conjugué hermitique d’un opérateur :
Le conjugué hermitique d’un opérateur A est noté Af. Il est défini par :
(x|A') = (Axlp) (A7)

ou encore, ce qui est équivalent :
(xlATg) = (ol Ax)” (A-8)

Exemple : le conjugué hermitique d’une matrice est la conjuguée de la transposée.
Autrement dit,

ailz Qa2 - AN Q1 Qg -+ Apy
a a¥
A=| 7 S Af=| 7 (A.9)
a1 ©r+ ANN ajy Ay
Propriété : (AB) = BTAf
Démonstration :
(XI(AB)'p) = (ABx|p) = (Bx|ATp) = (x| BT ATp) (A.10)

Opérateur hermitique :
Un opérateur est hermitique s’il est égal a son conjugué hermitique, c¢’est-a-dire si
A=A (A.11)

Remarque : il y a des subtilités en dimension infinie. Nous y reviendrons.

Notations : on note indifféeremment Alp) = |Ap) et (x|Ap) = (x|Alp) .

Valeurs propres et vecteurs propres :

On dit que |¢) est vecteur propre de A, et que a (€ C) est la valeur propre associée
si

Alp) = aly) (A12)

Théoréme 1 : Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont réelles.
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Démonstration : Supposons que A|p) = alp) et que AT = A :

(plAlp) = alplp) (A.13)
Mais

(0l Alp) = (| ATl) = (Aplp) = (aplp) = a*(p|e)
=a=a" = a réel (A.14)

Théoréme 2 : Les vecteurs propres d'un opérateur hermitique associés a des
valeurs propres différentes sont orthogonaux.

Démonstration : Supposons que A|p) = alp), A|p) = b)), AT = A et a#b,
(V[Alp) = a(ile) (A.15)
Mais
(Wl Alp) = (W|ATp) = (Avlp) = (p|Al)" = 0" ((pl)" = b (¥lp)  (A.16)
Mais comme A est hermitique, b* = b. Ainsi

a(¥]p) = b{¢lp)
= (Ylp) =0 si aF#b (A.17)

Théoréme 3 : Tout opérateur hermitique est diagonalisable.
Démonstration : voir cours de maths.

Théoréme 4 : Si deux opérateurs diagonalisables commutent, on peut les diago-
naliser dans une base commune.

Démonstration : supposons donc que AB = BA

Lemme : si |p) est vecteur propre de A de valeur propre a, B|p) est aussi vecteur
propre de A de valeur propre a.

Démonstration du Lemme : AB|p) = BA|p) = Balp) = aB|y)

Démonstration du théoréme :

— Premier cas : A|p) = al|p), et a est non-dégénérée, c’est-a-dire qu’il n’existe
aucun autre vecteur non nul de H (& un coefficient complexe prés) de méme
valeur propre. Alors, puisque B|p) est aussi vecteur propre de A de valeur
propre a, il est soit proportionnel a |¢), soit nul, donc de la forme B|y) = b|p),
avec b éventuellement égal a 0.
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— Second cas : Il existe un sous-espace de ‘H noté H, tel que |¢) € H, = Alp) =
alg).

Dans ce cas, pour tout |¢) € H,, Blp) € H,. L’opérateur B est donc un opérateur
de H,. Puisqu’il est par hypothése diagonalisable, on peut le diagonaliser dans H,,.
Les vecteurs propres correspondant sont bien stir également vecteurs propres de A
de valeur propre a.

Définition : on appelle commutateur de deux opérateurs 'opérateur défini par :
[A,B] = AB — BA

Si deux opérateurs commutent, leur commutateur est nul.

Algébre des Commutateurs

Les commutateurs satisfont les mémes régles que les crochets de Poisson :

[A+ B,C]=[A,C]+ B, (]
e [AB,C] = A[B,C] +[A,C] B

Démonstration :
[AB,C| = ABC — CAB (A18)
A[B,C]+[A,C]B=ABC — ACB+ ACB—-CAB = ABC —CAB
e Identité de Jacobi : [A, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] =0
Démonstration :
(ABC — ACB — BCA+ CBA) + (BCA— BAC — CAB + ACB) (A19)

+(CAB — CBA — ABC + BAC) =0

Trace d’un opérateur :

En dimension finie : on définit la trace d’un opérateur par :

TrA = Z<n|A|n)

ot les états |n) forment une base orthonormée de ’espace de Hilbert.

Pour les matrices, on a donc :
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Proposition : la trace d’'un produit de matrices est invariante par permutation
circulaire des matrices.

Démonstration :
Tr(A(l) . ~A(”)) — Z(Aa) . 'A(n))ii

Mais I'élément de matrice (A®Y ... AM),. s'écrit :

n—1) (n)
z : Alll 21712 Aln 2,in— 1Ain—1J

11, yin—1

= Tr(AW, AWy = N N AR AP Al Al

1,417 71,02 In—2,in—1" "In—1,1
i i1, in_1

— Z AW A@ gD 4 (0)

Tn,%1" 711,72 In—2,in—1" "In—1,in

i17“'7in
_ (n) 1) (n—1)
- Z AinfmnAwa o 'Az‘nfmnfl
i17“'7in
- Tr(A(”)A(l) . .A(n—l)) (A.20)

Autres propriétés :
Tr(AB) Tr(BA)
Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B)
Tr(|A, B]) =
(ABC’) Tr(CAB) Tr(BCA)

A.2 Espaces de Hilbert de dimension infinie :

Un espace de Hilbert est dit de dimension infinie s’il ne posséde pas de base
ayant un nombre fini d’éléments. On dit qu’il est séparable s’il posséde une base
dénombrable.

Théoréme : Tous les espaces séparables sont isomorphes.
Démonstration : Voir cours de math.

Trois exemples d’espaces de Hilbert séparables sont couramment utilisés en mé-
canique quantique.
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L’espace (?) : Un élément |p) € £, est défini par une suite de nombres complexes
Cly...,Cpn,... telle que

+oo
el = lenl* < 400 (A.21)
n=1

C’est la représentation utilisée dans la théorie des matrices de Heisenberg.

Le produit scalaire de |¢) = (¢1,...,¢Cp,...) avec |¢p) = (dy,...,d,,...) est défini
par :

+0o0
(Wle) = dien (A.22)
n=1
Proposition :
lell® Il < +o0 - = [{plx)| < +o0 (A.23)

Démonstration : C’est une conséquence directe de I'inégalité de Schwarz :

el < llell” - 111" (A.24)

laquelle se démontre comme suit :

(0 — Ml — M) = [l = A (o) — Moy + AP [[¢]* >0 YaecC

2 2

En choisissant \ = <Hs§|1|b> =\ = <”dﬁ|s|0>’ on obtient :
loll* fleo11*
lel* = llell® = llell* + ~—=- > 0

(le)®
= el 19l = llel® [{le)

Si |||l = 0, 'inégalité est vraie. Si ||¢|| # 0, on divise par ||]|”
2 210112
= [l " < llell” 14|l

Proposition :
o) Ix) € €@ = o+ ax) €@ (A.25)

Démonstration :
(@ + Ml +2) = llell” + [N 1* + A (@) + Aplv)
Mais,
(o= Mle =) 20 = Jlol*+ N[ 91" = X (Wle) + Aele)

et,
lo +Ap1* < 2 (el + [N [[0]]) < 400
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L’espace L®([a,b]) :

Considérons l'espace des fonctions complexes ¢(x) sur l'intervalle [a, b] telles que :

b
/dm lp(2)]? < +o0 (A.26)
On dit que ces fonctions sont de carré sommable
Proposition :
(), () € L* ([a,8]) = (a) + M(x) € L* ([a, b])) (A.27)

Démonstration : Elle découle directement de I'inégalité

loll* + X2 1117 = A (lio) + Aol

Proposition : Si p(z), x(z) € L®([a,b]), le produit scalaire :

b
(Wlo) = / d " () p(x) (A.28)

est bien défini

Démonstration : En effet, I'inégalité :

/ (= X)p—A) =0 (YAET)

conduit &
ll® + AP = A (x|A) = Meelx) >0

: coaa )y — lell”
qui, appliqué a A = ohd

, conduit comme précédemment au résultat recherché.
Proposition : L’espace L? ([a,b]) est séparable.

Démonstration : C’est une conséquence d'un théoréme standard de l'analyse
de Fourier, qui stipule que toute fonction de carré sommable sur un intervalle [a, b]
peut se décomposer selon

< 1 2
T) = Cn e b-a
() _E —
n=—oo (A.29)
1 b 2iTtnx
avec ¢, = dx p(x)e” b-a
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Les fonctions ¢, (z) = \/1)1_7625:1 constituent une base orthonormée dénombrable de
L*([a,b]). En effet,
2 1 b __ 2imnx  2imnx
ln ()" = du e vaeima =1 (A.30)
b—a /,
et
1 b 2irz(m—n)
(Pulom) = b—a /dJj e b
4 A3l
1 (b — (L) [ 2imb(m—n) 2i7ra(m7n)i| ( )
== (& b—a — e b—a
b—a2ir(m—n)
Mals 2iwb(m—n) 2ira(m—n) 2ira(m—n) 2imw(b—a)(m—n)
e bt-a  —e bt-a =g b-a [e b-a — 1] =0 (A.32)

L’espace L? (R)

C’est la généralisation de 'espace précédent au cas ot U'intervalle [a, b] est remplacé
par R. Tous les résultats précédents s’appliquent, et on peut démontrer que cet
espace est séparable, c’est-a-dire qu’il existe des bases dénombrables. En particulier,
les fonctions propres de l'oscillateur harmonique constituent une base dénombrable
de cet espace de Hilbert.

A.3 Projecteurs et Représentation Spectrale I :
Dimension Finie

Soit |p) un élément d’un espace de Hilbert de norme 1. Tout élément |¢)) peut se
décomposer suivant :

V) = alp) +[pr) avec (plpr) =0 (A.33)

Démonstration : Il suffit de choisir

{(W/}) =a
o) =) —alp) (A.34)

= (plpr) = (o) —a=0

définition : Le projecteur sur I'état |¢) noté Py est défini par

Bipy[¢) = alp) = {¢ld)le) (A.35)
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Espace Dual et Notations de Dirac

aq bl
Le produit scalaire de |[¢) = | ... ] et [¢) = | ... | est défini par (¢Y|p) =
an b,
biay + ...+ bla,. Cela suggére d’introduire I'espace dual des vecteurs lignes : (¢| =
(b’{ bfl) Comme le produit scalaire est antilinéaire pour la 1*variable, on a

bien str (M| = A\*(¢|. Se basant sur le terme anglais "bracket" (crochet), Dirac a
introduit la terminologie :

lp) = ket (| = bra (A.36)

Projecteur et notation de Dirac :
D’aprés ce qui précede,

Bipy[9) = (pl)le) = [0){eli)

(A.37)
= B = o)l
Relation de Fermeture :
Soit {|p;),i =1,..., N} une base orthonormée de 'espace de Hilbert. La somme

des projections de tous les éléments de la base est égale a 'identité.

Démonstration : Considérons un vecteur |¢) quelconque de 5#. On peut écrire :

) = Zci|80i> (A.38)

i=1

Comme la base est orthonormée, (@;|p;) = d;;. Ainsi, Zj\;z ¢jl¢;) est orthogonale &
|pi). D’ou

PI%-)‘W = Ci|90z'>
N

= Z R%‘)
i=1

Cette propriété s’écrit, en notation de Dirac :

1= |on){eal (A.40)

N A.
9 =3 o = ) (439

i=1

Elle est connue sous le nom de relation de fermeture.
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Représentation des Opérateurs :

Un opérateur A est défini par la donnée de ses éléments de matrice dans une base :

Ay = <90m|/21|90n>

Proposition :

A=Y Anlon)on (A1)

m,n

Démonstration : Les éléments de matrice du membre de droite sont donnés par :

(il (; Amn|¢m><<pnl> ;) = ;Amn {@ilom) (pnlo) = Aij (A.42)
’ ’ 6im 53'

Le membre de droite a les mémes éléments de matrice que A. Les deux opérateurs
sont donc égaux.

Base Propre d’un Opérateur Hermitique

Considérons un opérateur hermitique A.

1. Supposons que ses valeurs soient toutes non dégénérées. Les vecteurs propres
sont alors orthogonaux deux a deux, et aprés normalisation, ils constituent une
base orthonormée. Désignons cette base par {|p;),7 =1,..., N}. Les éléments
de matrice de A dans cette base sont tous diagonaux. En effet,

(o5l Alon) = ailpslon) = aid =0 sij#i (A.43)

On en déduit que

A= Z ailei) (il (A.44)

2. Supposons que les valeurs propres puissent étre dégénérées, et appelons G(i7)
la dégénérescence de la valeur propre a;, ou ¢ prend moins de N valeurs
si 'une au moins des valeurs propres est dégénérée. Désignons de plus par
gpl(-r),r = 1,...,G(4) une base orthonormée du sous-espace engendré par les
vecteurs propres associés a la valeur propre a;. On a alors

. <gpz(.r)| /Al|<p§.7"/)> = 0 si ¢ # j car les vecteurs propres associés a deux valeurs
propres différentes sont orthogonaux.
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° (@E”M\(pgr )> = a;0,, car <gol(-r)\<py )> = .

On en déduit la représentation spectrale de A

G(1)
A=3"Nale) e (A.45)
r=1

%

De facon compacte, on notes souvent A= > ailpi) (pi] avec la convention que
<<Pi\<ﬂj) = 5ij meéme si a; = a;.

Ensemble Complet d’Observables qui Commutent (ECOC)

Nous avons vu que si deux observables commutent, on peut les diagonaliser dans
une base commune. Si un opérateur A a des valeurs propres dégénérées, on peut
utiliser cette propriété pour lever I'indétermination a prior: de la base dans le sous-
espace propre d’une valeur propre dégénérée. Considérons en effet un opérateur B qui

commute avec A, et désignons par {|p,),n =1,..., N} une base propre commune :
A n = Un|¥n
o) = aale) )

Si (an, by) # (am, by,) dés que n # m, la base est déterminée sans ambiguité. Si l’am-
biguité n’est pas encore levée, on peut continuer a rajouter des opérateurs jusqu’a
ce qu’elle le soit.

On appelle ECOC (Ensemble Complet d’Observables qui Commutent) tout en-
semble d’opérateurs A;,..., A, qui commutent entre eux et tels que la base de
vecteurs propres communs soit unique. Si on pose

Ailn) = a9y (A.47)

cela suppose que (ag), e ,aﬁlp)> + (ag), e ,a@) dés que m # n.

A.4 Changements de Base et Opérateurs Unitaires
Définition : Un opérateur U est dit unitaire il vérifie
Ut =00t =1
L (A.48)
ou encore Ul =U"!

Théoréme : Un opérateur inversible est unitaire si et seulement si il conserve la
norme.

Démonstration :
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1. Si U est unitaire alors (Up|Up) = (o|UTTU]p) = (p|e).

2. Inversement, supposons que U conserve la norme. Alors, VA € C, on a :
(U +X0)|U(p + M) = (p + Ml + M) (A.49)
Mais (o + Ao+ Ap) = (pl) + [A” (©]0) + A" (@le) + Mele)
= (ple) + A (@19) + 2Re(Xp|1)))

et (U(p+M)|U(p + M) = (Up|Up) + |A* (U|UY) + 2Re(\Up|U))
(A.50)

L’égalité (A.49) implique

(ple) = Re((Up|UD)) (A.51)
(el ’

= (PlU'T) = (ply) (A.52)

Mais pas hypotheése, U est inversible. En multipliant a droite par U™Leta gauche
par U, on en déduit que UUT = 1. U est donc unitaire.

Corrolaire : En dimension finie, un opérateur inversible est unitaire si et seule-
ment si il conserve la norme.

Démonstration : En dimension finie, la propriété UU =1 implique que le
déterminant de U est non nul, donc que U est inversible.

Changement de base orthonormée :

Considérons une base orthonormée {|p,),n =1,..., N} et un opérateur unitaire

U.
Proposition : Les vecteurs |¢,) = Ulp,) constituent une base orthonormée.

Démonstration :

<90;n|90éz> = <(790m|090n> = <90m‘0T0‘§0> = <90m|90n> = Omn (A-53>
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Inversement, considérons deux bases orthonormées {|pn)} et {|¢,)}, définissons
un opérateur U par Ulp,) = |¢l,).

Proposition : U est unitaire.

Démonstration : Soit i) un élément de 2. On peut écrire :

:ch|gon> = ‘ﬁ¢> :ch|90/n>

= (Uy|Uy) = Zc Cn gomlson = "eal® = (Wl¥)

n

(A.54)

U conserve la norme, il est donc unitaire.

Transformation des Coordonnées

Soient {|¢n)} et {|¢,)} deux bases orthonormées telles que |¢,) = Ulep,), et
désignons par {c,} et {c,} les coordonnées d'un vecteur |¢)) respectivement dans
ces deux bases.

Proposition :
&= Ul cm (A.55)

Démonstration :

&y = (@) =D (bl om) (oml¥)
— i(ffwnlwmwmlw
= i(%@lwmﬂwmlw
o

(A.56)

Diagonalisation et Matrice de Passage

Les vecteurs propres d'un opérateur hermitique constituent, aprés le choix (ar-
bitraire) de bases orthonormées dans les sous-espaces propres dégénérés, une base
orthonormée de 7. D’aprés ce qui précede, 'opérateur reliant ces vecteurs propres
a la base de départ est unitaire.

Considérons un opérateur A, et désignons par A;; la matrice le représentant dans
la base de départ {|p;)} :

Aij = (eil Alpy) (A.57)
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Désignons par {|¢;)} la base de ses vecteurs propres, et par D;; = d;0;; la matrice
diagonale le représentant dans cette base. Soit enfin U Dopérateur unitaire qui fait
passer de {|@;)} & {|,)}, cest-a-dire tel que |¢;) = U|p;), et désignons par Uy; sa
matrice dans la base {|¢;)}.

Proposition : Les matrices U et A satisfont

v

(UTAU) = d;; (A.58)

Démonstration :
di(sij = <¢z|AWy>

- i|0m ) (Dm| Aln) (@n |15
> Wilem) (eml Alon) (0alts) (A.59)

v

=N UL AaUn = (UTAU)

A.5 Projecteurs et Représentation Spectrale II :
Dimension Infinie

Alors que de nombreuses propriétés sont étendues sans difficulté majeure en di-
mension infinie, la représentation spectrale des opérateurs hermitiques en dimension
infinie est un probléme subtil.

Bien entendu, si ’ensemble des vecteurs d’'un opérateur hermitique constitue une
base dénombrable de I’espace de Hilbert, les relations se généralisent immédiatement.
Supposons en effet que Alp,) = an|en), |©n) € #. On a bien,

1= Z |©n) {n]

R (A.60)
A= Z n|Pn) (Pl

Le probléme vient du fait que les opérateurs hermitiques en dimension infinie n’ont
pas toujours une base dénombrable de vecteurs propres. En effet, bien que 'espace
de Hilbert (supposé séparable) posséde une base dénombrable, certains opérateurs
n’admettent pas de décomposition spectrale dans une telle base. Parfois, des opéra-
teurs n’ont méme pas de vecteurs propres dans ’espace de Hilbert. Nous l'avons vu
déja vu dans le cas de 'opérateur z. Les solutions de 1’équation

() = zop(x) (A.61)

ne sont pas des éléments de L?(R).



198 Espace de Hilbert

Les développements mathématiques rigoureux qui prennent ces problémes en
compte supposent l'introduction de nombreuses notions (opérateurs bornés, opé-
rateurs compacts, domaine d’'un opérateur, différence entre opérateur hermitiques
et opérateur auto-adjoints,...) qui sortent du cadre de ce cours. Pour un premier
avant-gott, on pourra consulter le chapitre 7 du livre de Le Bellac.

En pratique, la seule chose qui nous sera vraiment utile dans le cadre de ce cours
est la possibilité de généraliser la relation de fermeture et la représentation spectrale
aux opérateurs T et p.

Opérateur x

Nous avons vu que la "fonction" §(x — ) définie par

O(x —x9) = liII(l) o\ ()

o

{0 iz ¢ [wo— 2 70+ ] (A.62)

* 1 si z€[zg— % z0+ 4]

avec <p(cé) (x) =

(on peut aussi 'obtenir comme limites d’autres fonctions) permettait de définir les
kets |zo) par

o) = [ o 3(e — zo)gta) = ol (A.63)

o0

ou la fonction §(z — xy) peut étre prise comme la limite d’autres fonctions que celle
définie en (A.62). Alors on a le résultat suivant :

Proposition :
+o0o
/ de |2) (x| = 1 (A.64)
Démonstration :
+o0 +oo
Wl [ dolaalle) = [ do olo) (alv) = (elo) (A.63)
> - “(2) ()
p*(x x

Conséquence : L'ensemble des états {|z),x € R} constitue une base de 'espace
de Hilbert. En effet, cette relation de fermeture permet de décomposer tout ket |¢)
suivant :

) = / Tdr |2)(alg) = / Tz o(@)|) (A.66)

[e.e] [e.e]

Représentation spectrale de z : D’aprés ce qui précede, on vérifie aisément
que l'opérateur & posséde la représentaion spectrale suivante :

= /_ T (A.67)

[e.9]
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Opérateur p

L’opérateur p est défini par

dp
) = —ih— A.68
() = —in ot (A.68)
Les fonction propres de p satisfont
Iy
—ih=" = pp(7)
O (A.69)
=  px) = Cere/h
puisque —ifZ (e?*/h) = —inLe?®/h = pe'/h. Ces fonctions ne sont pas dans
L?(R). En effet,
+o0o +oo
/ dz |p(z)]? :Cz/ dr  diverge (A.70)

Transformée de Fourier :

La représentation spectrale est basée sur la notion de transformée de Fourier d’une
fonction. Soit p(x) une fonction de L?*(R). Sa transformée de Fourier est définie
par

—ikx

dzr e " p(x) (A.71)

IR

Cette relation s’inverse en

o(x) \/%/ dk e** (k) (A.72)

Proposition : Si on normalise les fonctions propres de p par

1

pp(z) = —\/ﬁem/ " (A.73)

la relation de fermeture s’écrit

n:/fﬂmm@| (A74)

[e.e]
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Démonstration :
+oo
(a] / )l = [ v () ole)
/ W/ m (g L e Po(a)
o 2mh
i zp:c/h —ipx’ [k /
- / o)
1 L (A.75)
_ ipx/h / ipz’ /R /
5 dpe /_OO dx’ e o(x')
1
- ipx/h ( )
=57 dpe V21
1 1
= dk he**p(k
\/27rﬁ/_ ( )
= ()

ot on a injecté la relation de fermeture sur les états |z) dans le produit scalaire (p|y)
pour passer de la premiére & la deuxiéme ligne. On a donc démontré que V|z), |p)

(a] / dp ) (o) = (z) (A.76)

ce qui établit la propriété recherchée.

On en déduit entre autre que ensemble des états {|p), p € R} constitue une base
de l'espace de Hilbert.

Normalisation des Etats % et p

On a démontré que pour toute fonction ¢(x) on a :

—+oco 1 +00 . .
/ da" p(x") (%/ dp e?*/Mem P /h) = p(z) (A.77)

[e.e] [e.e]

D’aprés la définition de la fonction §(x — z’), on en déduit que

1 +o0 p(z—a’)

— R — A.
o | dpe =d(x —a2') (A.78)

Calculons désormais les produits scalaires (x|z’) et (p|p’)

/ oo 1 oo ipz/h —ipz’ /
() = [y el ple) = 5 [ dp e = e )

[e.e]

(A.79)

= |(z|2')y =d(x — )
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/ ee / 1 oe ip’ —ipx /
<p\p>=/ dx <p\x><f€\p>=—/ dx eV /h = §5(p' — p)

o 2rh J_o

(A.80)

= | () =0 -1

car 0(p' — p) = o(p — p').

Représentation Spectrale

En dimension infinie, les opérateurs ont en général un spectre discret et un spectre
continu!. Si on repére les valeurs propres discrétes par n et les valeurs propres du
spectre continu par v, on a de facon générale :

1= ln)al + [av o) (A81)

et
A=Y aln)(n| + /du o)) (] (A.82)

si les vecteurs propres sont "normalisés" par les conditions :

(mln) = dmn Symbole de Kronecker

(v|v)) =6(v—1) Distribution ¢ (A.83)

A.6 Produit tensoriel

Considérons deux systémes physiques décrits respectivement par deux espaces de

Hilbert H; (dimension M, base {|m)} ) et Hy (dimension N , base {|n)} ). Le produit
tensoriel de H; et Hy est 'espace de Hilbert de dimension M N noté H; ® Hs dont
les éléments sont de la forme

[T) =) byulm @ n) (A.84)
ot les kets |m ® n) sont supposés orthonormés .

(m' @n'|m @n) = Omm O (A.85)

Soient |®) et |y) deux kets de H; etHa

1. C’est en partie en ce sens que le théoréme spectral pour des opérateurs d’un espace de Hilbert
a des conclusions plus fines que la simple diagonalisation.
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(@) = enlm); 1x) =) duln) (A.86)
Le produit tensoriel de |®) et |x) est défini par

D) @ [x) =Y _ m dnm @n) (A.87)

Propriétés :

1. |m) ® |n) = |m ® n).
Du coup, on note indifférement le produit |®) ® |x) ou |® ® x).

2. |®) ® [x1 4+ Ax2) = [®) @ [x1) + A[P) @ [x2).
Autrement dit, le produit tensoriel est linéaire.

3. (2@ x|P @ X) = (]2 {xIX).
4. Le produit tensoriel est indépendant du choix de la base.
Considérons en effet des bases {|i)} et {|j)} orthonormées de H; et Hy obtenues

par des transformations unitaires a partir de {|m)} et {|n)} :

i) = 30, Rilm)
) = 5o Spuln) (A.88)

Par rapport a cette base, le produit tensoriel de |®) et |x) pourrait étre défini par

@) @ [x) =D& dili) @ 1) (A.89)
.J
Proposition :
P ®x) =|P & ) (A.90)

Démonstration :
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) = Zcm|m>:ZCmZR;L% i)
= = ZcmR;ﬁ
de méme Jj = ZdnS,:]l
> l2@x) = za|¢>®zm>
= 22 el © 3 ) S,
— Zcmz 1R Yt |0) ®Zd Z 15 Yo |1
= Zcm\m ® Y euln) =P @) (A.91)

Etats intriqués

Le vecteur le plus général du produit tensoriel d’espaces de Hilbert s’écrit
= Z binn|m @ n) (A.92)

En général, ce n’est pas le produit tensoriel de deux états. Ce n’est le cas que sil’on
peut trouver M+ N nombres ¢,,, (m = 1...M) et d,, (n = 1...N) tels que by, = ¢, .
Comme il y a M N équations pour M + N inconnues, ¢’est impossible en général. Un
état qui ne peut pas s’écrire comme le produit tensoriel de deux états s’appelle un
état intriqué. Ces états jouent un role fondamental dans les développements récents
sur les "ordinateurs quantiques".

Produit tensoriel d’opérateurs

Le produit tensoriel de deux opérateurs Aet B agissant dans H; et Hy est défini
par :

(A® B)(|2) @ [x) = |A®) ® |Bx) (A.93)

Tout opérateur A agissant dans H; peut étre trivialement étendu a ‘H; ® Hs en
considérant 'identité dans Hs :

A® Ty, (A.94)
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~

Un abus de notation courant consiste a noter cet opérateur A , c’est a dire a
omettre l'identité.
Proposition : si A agit dans H; et B dans Hs, alors [A, B] = 0.

Démonstration : par définition, A=A 1y, et B= 1y, ® B. Du coup,
AB|®) @ x) = (A® Iy,)(Iy, ® B)|®) @ [x)

= (Ae 1)) @ (Bly)
= (42) @ (BIx) (4.95)

et de méme

BAR) @ |x) = (b, ® B)(A® 1,)|2) @ |x)
= (Iy, ® B)(A|®) ® |x)

= (A]®) ® (Blx) (A.96)

Ainsi, AB = BA. CQFD.
Extensions : la notion de produit tensoriel s’étend sans probléme au cas des es-
paces de dimension infinie, et au cas du produit tensoriel de plus de deux espaces.

Applications : la notion de produit tensoriel permet en général de définir I’espace
de Hilbert d'un systéme a partir des espaces de Hilbert des différents degrés de
liberté. Par exemple, si on dénote par ‘H,, H, et H, les espace de Hilbert correspon-
dant au mouvement d’une particule dans les directions z, y et z, I'espace de Hilbert
pour le mouvement global est le produit tensoriel : Hy = H, ® H, ® H. , et les kets
|7) sont reliés aux kets |z), |y) et |z) par

7) = l2) ©y) @ |2) (A.97)

Si 'on rajoute le spin, on a de méme

70) = [2) © |y) © |2) @ o) (A.98)

Pour une particule se déplacant dans l'espace, les états stationnaires considérés
du point de vue du produit tensoriel sont en général intriqués. Ils ne le sont pas si
I’équation de Schroedinger est séparable.

Remarques :

1. Le produit tensoriel ne donne pas toujours l’ensemble des états possibles. Pour
des particules identiques, une partie seulement de ’espace produit correspond
a des états possibles (cf chapitre sur les particules identiques).

2. Il ne faut pas confondre le produit tensoriel avec la somme directe de deux
espaces vectoriels Hy @ Hsy qui est 'espace de dimension M + N engendré par
la réunion des bases de H; et Hy supposées orthogonales entre elles.



A.6 Produit tensoriel 205

3. En pratique, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on laisse souvent tomber le sym-
bole ® pour les produits tensoriels d’états ou d’opérateurs.
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Annexe B

Intégrales Gaussiennes

B.1 Intégrale Gaussienne Réelle

Proposition B.1

“+oo
/ dz e~ 74" = 2m (B.1)

+00
= 27r/ du e (B.2)
0
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B.2 Intégrale Gaussienne Réelle avec un "Terme de
Source"

Proposition B.2

+oo /
/ dx 6_%Ax2+Bx — 2%6}23; (B3)

Démonstration :
1 1 B 2 B2
— CA?+Br=-—ZAlx—= fl
5 T°+ bx 5 (:1;' A) + 54
+00 +oo Too
- / d 72470 — 6% / dz e_%A(x_%f = e% / du e~ 34% (B.4)

B.3 Intégrale Gaussienne Complexe

Proposition B.3

400
/ iz e — YT (B.5)

[e.9]

avec © € R et Re(a®) > 0 pour que Uintégrale converge, soit —% < argor < .

Démonstration : Posons a = ae? avec —% <g< % et a > 0.
o0 —a2g2 1 +o0 _o2i0,,2 2 +o0 _o2i0,,2
dx e == du e = - du e (B.6)
—00 a J _o a Jo

Nous allons calculer cette intégrale par la méthode des résidus. Considérons a cet
effet la fonction e** avec z € C, et calculons son intégrale suivant le contour donné
sur la figure B.1. Comme e est analytique, on a bien str I} + I, + I3 = 0 avec

R 2
Il :/ dr e ™
0 (B.7)
+00
~  lim 11:/ Jp o = VT
0

R—+o00

I : on pose z = Re? = dz = iRe?dp, d'ou 22 = R%e*% = R* (cos 2p + i sin 2¢)

6
= I,= ZR/ d(p e(—Rz(cosZp-i-isinZgo)-i-igp) (B8)
0
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Sm(z)

I

0 5 B Re(z)

FIGURE B.1 — Contour pour ’évaluation de e dans le plan complexe.

I3 : on pose z = e = dz = edr

0
. 26,2
= 132619/d7‘e enr

R
; Foo 246 ,.2 (B9>
= lim ;= —e“’/ dre "
R—+o00 0
Calculons la limite de I, lorsque R — +o0 :
0 ) R 20 )
|| < R/dcp e fcos2e 5/ dp e cose (B.10)
0 0

ou l'on a utilisé I'inégalité

b
< / dz |f(z)|. Il faut distinguer deux cas :

/ dr f(2)

1. 260 < Z. Dans ce cas, cosg > cos20 = e RPcosp < o= R¥cos20 o

R >

I < =20 s 0 B.11

2=0 r—— (B.11)

2. 20 = 3. Dans ce cas, le majorant du premier cas ne suffit pas car cos20 = 0.
On va séparer 'intégrale en deux parties :

R [ 2 R (2 sing 2

| < = d —R*cose | ~~ d —R*cosp

‘2‘—2/030@ +2/6¢sinee
~——

>€7R2 cos ¢

>1
R R [° Rlu B.12
= ‘12‘ S 766—}220055 4 5/ du 6' ( )
— COS € Slne
Re o R 1 — e Rcose
= L] < = —R“cose 0
5] < 2 c + 2sin e R? R—+00
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ot 'on a fait le changement de variable u = — cos ¢ a la 2¢ligne. Ainsi, limg ;o [5 =
0, et il reste

R—+o00 R—+o00
ﬁ _ 40 e —e2i642
= 5 = e i du e (B.13)
= / +oodu e = ﬁ
0 2629

On en déduit par (B.6),

+o0o
/ do e = 2vm = VT (B.14)

[e.e]

B.4 Intégrale Gaussienne Complexe avec un "Terme
de Source"

“+oo
Lemme B.1 Si Re(a?) > 0, alors V3 € C, lintégrale / dz e~ @0 est inde-

pendante de (3.

Démonstration : On peut se restreindre au cas ol § est purement imaginaire. En
effet, si § = w41y a une partie réelle on peut I'incorporer dans x, faire le changement
de variables ©' = x 4+ w et l'intégrale restera inchangée. Considérons la fonction
—a222 c ,
, et calculons son intégrale sur le contour donné sur la figure B.2.

e

Sm(z)
I3
I4 ﬁ I2
-R 0 L R Rel2)

FIGURE B.2 — Contour pour Iévaluation de e=**#* dans le plan complexe.
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+00
I —— dr e = ﬁ
R—+o00 50 (6%
B 2
I —/dy N
0 R—o0 (B.15)
= [ ——0
R—+00
+00
I3 ——— — dx e~ @0
R—+00 oo
Comme e~ est analytique, la somme ), I; = 0, d’ou le résultat
Foo 2 2 +oo 2,.2
/ dx e~ @+h) :/ de e (B.16)
Proposition B.4 Si Re(a?) > 0 alors VB, € C :
+0o0o
/ da e~ @A +Br ﬁe% (B.17)
o e}
Démonstration :
B\ B
2,2 _ 2
—a“r® + Br = —« (1’ — ﬁ) 17 (B.18)
D’aprés le lemme, 'intégrale donne g, d’ou le résultat.
B.5 Quelques Cas Particuliers
Proposition B.5
+oo 7 2 s o T
/ dz e24%" = |—;1T|emg”e(‘4)4 VAeR (B.19)
Démonstration :
2 V 2
Proposition B.6
+oo i 2_ 27T s o s B2
/ dr €§A:v —iBx — Wezsmne(A)ze—zﬂ VA eER (B.Ql)
Démonstration :
’ ’ B\?> B2
%Aﬁ —iBx = %A (x - Z) - Zﬂ (B.22)
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B.6 Intégrales contenant une Gaussienne

Proposition B.7

+00
/ dz 2%e 24" = \2rA"2| VAER (B.23)

2 dl 1
IA) =\ = —5=—3VemA (B.24)
Mais d’aprés son expression sous forme intégrale,

“+oo
dr_ —1/ da 226”347

dA 2
oo o (B.25)
= / dr x2e~ 347" — v/ omA~3

On peut facilement démontrer une formule plus générale :

Proposition B.8 Soit J, = f_t;od:c a"e 347" qglors

n— DIV2TA="  sin est pair
g, == . patr (B.26)
0 st n est impair
oun!!=1-3-5-...-n pour n impair (factoriel de nombres impairs uniquement).

Démonstration : Si n est impair alors I'intégrant est impaire et l'intégrale est nulle.
Si n est pair alors on procéde par récurrence. On a vu que c’est vrai pour n = 2,
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supposons que c’est vrai pour n et montrons que c’est vrai pour n + 2 :
P = (1) @5 -0 VERATE
=|(—= 3. (n— s
dA" 2 "
. 1 "/—i—ood n —%Aw2
= 5 - T xe
= Jy=(n—1)IV2rAT
dn—i—l n n +1 _n_‘H_l
(B.27)

)n(1.3....-(n—1))\/%(n+1) <—%)A—"T+3

n+3

)n+ (1-3-...-(n—=1)-(n+1))V2rA~"

n+1 +oo o
) / dﬂj xn+2€_§Ax
—0o0

n+3

= ']n+2 = (n+ 1)”@14— :

—_

I
NI = Nl b

\)
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Annexe C

Reégle de Cramer

On considére un systéme linéaire de N équations & N inconnues :

anry + -+ ainT, = WY1
a1 x1 + -+ GNT, = Yo

) i (C.1)
ayir1 + -+ + AaNNTn, = YN

On peut représenter ce systéme sous forme matricielle AZ = ¢ ott A est la matrice
N x N de coefficients (a;;). Son déterminant s’écrit :

@13 QA2 -+ Q1IN
det(A)=| : . (C.2)

any1 an2 -+ QNN

On va utiliser deux propriétés du déterminant :

1. Si on multiplie une colonne (ligne) de A par une constante ¢ alors la valeur du
déterminant est multipliée par cette constante.

2. On peut ajouter a une colonne (ligne) de A des multiples d’autres colonnes
(lignes) de A sans changer det(A).

On peut utiliser la premiére propriété pour écrire :

aix aig - TpQiy o Q1N
zpdet(A) =] : : (C.3)

any anz2 -+ Tpany - AIN

ou x, est la r® inconnue du systéme. On utilise ensuite la seconde propriété pour
ajouter x; fois la 1°* colonne, x5 fois la 2°, ..., z; fois la k® colonne & la colonne r,
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pour k # 1 :
ayp  aip - (T4 apT +oocainTy) -0 aiy
z.det(A) =
ani anz -+ (aniri -+ aner, '&NNfNZ “r+ GNN
T’e CCE)HHG
(C4)
Ainsi, si x1,...,xy est une solution du systéme, on a
app Q2 -0 Yr 0 QIN
x.det(A) = : : ¢ | =det(A,) (C.5)
ani anz2 -+ Yn -+ QNN
Y1
ou A, est la matrice obtenue en remplagant la r® colonne de A par le vecteur | :
YN
En particulier si det(A) # 0, on a
det(A,)
r,=———| r=12,...,n C.6
det(A) (C.6)

C’est ce que l'on appelle la régle de Cramer. En pratique on 1'utilise rarement
car pour des petits systémes on procédera plutdt par substitution et résolution "a
la main", tandis que pour des grands systémes la méthode des pivots de Gauss
nécessite moins d’opérations.



